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1. ÂûñîòûAD èBE îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêàABC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êåH. Ïðÿìàÿ,

ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð O îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ïàðàëëåëüíî BC,
ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AB è AC â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü M � ñåðåäèíà AH.

Äîêàæèòå, ÷òî ∠PMB = ∠QMC.

2. Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà x îáîçíà÷èì ÷åðåç f(x) ÷èñëî p + q, ãäå
x = p

q
è p è q � íàòóðàëüíûå âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðûõ

íàòóðàëüíûõ m è n âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(x) = f
(
mx
n

)
, òî m− n äåëèòñÿ íà f(x).

3. Ñåðåæà çíàåò, êàê çàêðàñèòü ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî N(n) êëåòîê äîñêè n× n òàê,

÷òîáû íèêàêèå òðè ïîäðÿä èäóùèå êëåòêè ïî âåðòèêàëè, ïî ãîðèçîíòàëè èëè ïî äèàãîíàëè

íå áûëè çàêðàøåíû. Íàéäèòå lim
n→∞

N(n)

n2
.

4. Ñóììà íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c, d ðàâíà 3. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

a

1 + 2b3
+

b

1 + 2c3
+

c

1 + 2d3
+

d

1 + 2a3
> a2 + b2 + c2 + d2

3
.

5. Êîëÿ è Ñàøà èãðàþò â èãðó íà êëåò÷àòîé äîñêå 100×100. Êîëÿ íà÷èíàåò è ñâîèì õîäîì

êðàñèò êëåòêó â êðàñíûé öâåò, à Ñàøà � â ñèíèé. Õîäÿò ïî î÷åðåäè, ïåðåêðàøèâàòü ðàíåå

çàêðàøåííûå êëåòêè íåëüçÿ. Â êîíöå èãðû Êîëÿ èùåò êðàñíûé êëåò÷àòûé ïðÿìîóãîëüíèê

íàèáîëüøåé ïëîùàäè, è Ñàøà ïëàòèò åìó ñòîëüêî ðóáëåé, ñêîëüêî â ýòîì ïðÿìîóãîëüíèêå

êëåòîê. Êàêîé íàèáîëüøèé çàðàáîòîê ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü ñåáå Êîëÿ, êàê áû íè èãðàë

Ñàøà?

6. Íàéäèòå âñå ïàðû ìíîãî÷ëåíîâ P (x), Q(x) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêèå,
÷òî äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x è y âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

P (x+Q(y)) = Q(x+ P (y)).

7. Èçâåñòíî, ÷òî â âûïóêëîì ïÿòèóãîëüíèêå ABCDE âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

∠ADE = ∠ACB = 90◦;∠DEA = ∠DAC = ∠CBA. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ BE ïðîõîäèò

÷åðåç öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ACD.

8. Ïóñòü d � íàòóðàëüíûé äåëèòåëü íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m, ïóñòü a1, a2, . . . è b1, b2, . . . �
áåñêîíå÷íûå àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóþò

íàòóðàëüíûå i, j, k, l òàêèå, ÷òî ÍÎÄ(ai, bj) = 1 è ÍÎÄ(ak, bl) = m. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ

òàêèå íàòóðàëüíûå t, s, ÷òî ÍÎÄ(at, bs) = d.

9. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàíû 99 ëó÷åé, âûõîäÿùèõ èç îäíîé òî÷êè. Ñðåäè ýòèõ ëó÷åé

íàøëèñü äâà, îáðàçóþùèå òóïîé óãîë, ïðè÷åì âíóòðè ýòîãî òóïîãî óãëà íå ïðîâåäåíî íè

îäíîãî ëó÷à. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî òóïûõ óãëîâ ìîãóò îáðàçîâûâàòü ýòè ëó÷è?

10. Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îêàçàëîñü, ÷òî êàæäîå èç ÷èñåë C1
n, C

2
n, . . . , C

k−1
n äåëèòñÿ

íà n, à ÷èñëî Ck
n � íåò. Äîêàæèòå, ÷òî k � ïðîñòîå ÷èñëî.


