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1. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD. X ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. O1, O2, O3, O4 � öåíòðû îïèñàí-
íûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABX, BCX, CDX, DAX. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë ìåæäó
ïðÿìûìè O1O3 è O2O4 íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè X.

2. Òåòðàýäð ABCD ëåæèò âíóòðè åäèíè÷íîãî êóáà. Ïóñòü M è N � ñåðåäèíû ðåáåð AB
è CD. Äîêàæèòå, ÷òî AB · CD ·MN 6 2.

3. Ïóñòü x1 6 x2 6 . . . 6 x2n−1 � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 0. Äîêà-
æèòå, ÷òî
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4. Àííà è Áàíàíà èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Â íà÷àëå Àííà ïèøåò êàêîå-òî ñëîâî W ,
ïîñëå ýòîãî Áàíàíà íàçûâàåò öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî k > 2. Åñëè Àííà ñìîæåò
íàïèñàòü ñëîâî S, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ðîâíî k ñïîñîáîâ âû÷åðêíóòü íåêîòîðûå áóêâû
òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü ñëîâî W , òî îíà ïîáåæäàåò. Èíà÷å ïîáåæäàåò Áàíàíà. Ñêîëüêî
ñóùåñòâóåò n-áóêâåííûõ ñëîâ W , ñîñòîÿùèõ èç áóêâ À è Á, äëÿ êîòîðûõ Àííà ìîæåò
âûèãðàòü âíå çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà, êîòîðîå íàçîâ¼ò Áàíàíà?

5. Äàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC. Îêðóæíîñòü ω êàñàåòñÿ ïðÿìîé AB â òî÷êå B
è êàñàåòñÿ îòðåçêà AC â íåêîòîðîé òî÷êå K. Ïóñòü îêðóæíîñòü ω ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ
îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ B è P . Ïóñòü Q � ïðîåêöèÿ òî÷êè K íà BC.
Äîêàæèòå, ÷òî ∠CPQ = 2∠ACB.

6. Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíî íåñêîëüêî ñòåí � íåïåðåñåêàþùèõñÿ (â òîì
÷èñëå ïî âåðøèíàì) îòðåçêîâ, íå ïàðàëëåëüíûõ îñÿì êîîðäèíàò. Áóëüäîçåð ñòàðòóåò èç
íåêîòîðîé òî÷êè ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíî îäíîé èç îñåé êîîðäèíàò. Êàæäûé ðàç, êîãäà
áóëüäîçåð âñòðå÷àåò ñòåíó, îí ïîâîðà÷èâàåò íà 90 ãðàäóñîâ òàê, ÷òîáû ïðîäîëæèòü äâè-
æåíèå (÷åðåç ñòåíó áóëüäîçåð åçäèòü íå óìååò è íå ïðîåçæàåò ÷åðåç êîíöû îòðåçêîâ). Äîêà-
æèòå, ÷òî íèêîãäà íå íàñòóïèò ìîìåíò âðåìåíè, äî êîòîðîãî áóëüäîçåð âñòðåòèò êàæäóþ
ñòåíó ñ îáåèõ ñòîðîí.

7. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî a òàêîå,
÷òî îáà ÷èñëà a+

√
2, an +

√
2 ðàöèîíàëüíû.

8. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë x1, x2, . . . îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëàìè: x1 =
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íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî an � òî÷íûé êâàäðàò.

9. Ïóñòü p > 100 � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n

òàêèå, ÷òî m+ n 6 p+ 1

2
è 2m · 3n − 1 äåëèòñÿ íà p.

10. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì ñëîâå, â êîòîðîì íå áîëåå 10 ðàçëè÷íûõ áóêâ, ìîæíî çàìåíèòü
áóêâû öèôðàìè (îäèíàêîâûå áóêâû � îäèíàêîâûìè öèôðàìè, ðàçíûå áóêâû � ðàçíûìè
öèôðàìè) òàê, ÷òî ïîëó÷èâøååñÿ ÷èñëî áóäåò äåëèòüñÿ íà 9.


