
Òðèíàäöàòûé Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð

ÂÄÖ ¾Îðë¼íîê¿, 18�26.09.2018

Òóð 3. 22.09.2018

Þíèîðñêàÿ ëèãà (9 êëàññ).

1. Òî÷êà D ñèììåòðè÷íà âåðøèíå A îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC

îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû BC. Îêðóæíîñòü ω, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà

ABC, ïåðåñåêàåò îòðåçêè DB è DC â òî÷êàõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Äîêà-

æèòå, ÷òî öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà XYD, ïðèíàä-

ëåæèò ω.

2. Íàçîâ¼ì íàòóðàëüíîå ÷èñëî ïðîñòåíüêèì, åñëè îíî íå äåëèòñÿ íè íà îäíó

èç ñâîèõ íåíóëåâûõ öèôð. Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ïîäðÿä

èäóùèõ ïðîñòåíüêèõ ÷èñåë.

3. Òî÷êà O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè, à òî÷êà H � îðòîöåíòð îñò-

ðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Òî÷êà F íà ñòîðîíå AB âûáðàíà òàêèì

îáðàçîì, ÷òî OF‖BC. Òî÷êà M � ñåðåäèíà îòðåçêà AH. Äîêàæèòå, ÷òî

∠FMC = 90◦.

4. Äàíû âåùåñòâåííûå ÷èñëà x, y òàêèå, ÷òî ÷èñëà x− y, x2 − y2, x3 − y3 �

ïðîñòûå. Äîêàæèòå, ÷òî x− y = 3.

5. Êëåòêè äîñêè 100× 100 ðàñêðàøåíû â áåëûé è ÷¼ðíûé öâåòà â øàõìàò-

íîì ïîðÿäêå. Ñëîíîâüÿ òðîïà � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ êëåòîê,

â êîòîðîé êàæäûå äâå ïîñëåäîâàòåëüíûå êëåòêè èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ

òî÷êó. Íà êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ñëîíîâüèõ òðîï ìîæíî ðàçáèòü âñå

áåëûå êëåòêè?

6. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî V ñòðîê äëèíû n, ñîñòîÿùèõ èç ÷èñåë 1, −1 èëè 0.
Èçâåñòíî, ÷òî íèêàêèå òðè ñòðîêè èç V íå äàþò íóëåâóþ ñòðîêó ïðè ïî÷ëåí-

íîì ñëîæåíèè. Äîêàæèòå, ÷òî â V âõîäèò íå áîëåå 2 · 3n−1 òàêèõ ñòðîê.

7. Ïóñòü Fn � n-îå ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è (F1 = F2 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn),

è îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a0, a1, a2, . . . ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîëîæèì

a0 = 100 è äëÿ âñåõ k > 0 îïðåäåëèì ak+1 = ak + Fn, ãäå Fn � íàèáîëüøåå

÷èñëî Ôèáîíà÷÷è, ìåíüøåå ÷åì ak. Âñòðåòèòñÿ ëè â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

êàêîå-íèáóäü ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è?

8. Íà îñòðîâå ðûöàðåé è ëæåöîâ íåêîòîðûå æèòåëè çíàêîìû ìåæäó ñîáîé

(çíàêîìñòâî âçàèìíî). Ðÿäîì ñ ïóòåøåñòâåííèêîì ñòîÿò 10 ÷åëîâåê. Êàæäûé

ñêàçàë ïðî âñåõ îñòàëüíûõ àáîðèãåíîâ îäíó èç ñëåäóþùèõ ôðàç: �ÿ åãî íå

çíàþ�, �ýòî ìîé çíàêîìûé ðûöàðü�, �ýòî ìîé çíàêîìûé ëæåö�. Îêàçàëîñü, ÷òî

ëþáûå äâîå ñêàçàëè äðóã ïðî äðóãà ðàçíûå ôðàçû. Ïðî êàêîå íàèáîëüøåå

÷èñëî ÷åëîâåê ïóòåøåñòâåííèê ñìîæåò ãàðàíòèðîâàííî óçíàòü, êòî îíè?
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