
×åòûðíàäöàòûé Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð

ÂÄÖ ¾Îðë¼íîê¿, 20�28.09.2019

Òóð 1. 22.09.2019

Âûñøàÿ þíèîðñêàÿ ëèãà (9 êëàññ).

1. Öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b è c òàêîâû, ÷òî [a, c] äåëèòñÿ íà b, à [b, c]

äåëèòñÿ íà a. Äîêàæèòå, ÷òî b(a, c) = a(b, c). (Çäåñü [x, y] è (x, y), êàê îáû÷íî,

îáîçíà÷àþò íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå è íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë

x è y ñîîòâåòñòâåííî.)

2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà AD. Ïðÿìàÿ

ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ AD, ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç òî÷êó B, ïåðåñåêàåò îòðåçîê AD

è âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABD â òî÷êå

E. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A, E è öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà

ABC ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

3. Ðàçëè÷íûå íåíóëåâûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà x, y, z óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

x2 − yz

x(1− yz)
=

y2 − xz

y(1− xz)
.

Äîêàæèòå, ÷òî

x+ y + z =
1

x
+

1

y
+

1

z
.

4. Âîâà ïðèäóìàë 2019 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ ñóììîé ðàâíîé K. Äëÿ êàêèõ

íàòóðàëüíûõ K ãàðàíòèðîâàíî ñóùåñòâóåò ñâÿçíûé ãðàô ñ 2019 âåðøèíàìè,

ñòåïåíè êîòîðûõ ðàâíû äàííûì ÷èñëàì?

5. Òî÷êè M è N � ñåðåäèíû ñòîðîí BC è AD âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà

ABCD ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî

AB + CD 6 max(AM +DM,BN + CN).

6. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c ìåíüøå 1. Äîêàæèòå, ÷òî

a+ b+ c+ 2abc > ab+ bc+ ca+ 2
√
abc.

7. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî âåðøèí ïðàâèëüíîãî 120-óãîëüíèêà ìîæíî

îòìåòèòü, ÷òîáû íèêàêèå òðè îòìå÷åííûå âåðøèíû íå îáðàçîâûâàëè ðàâíî-

áåäðåííûé òðåóãîëüíèê ñ óãëàìè 18◦, 81◦, 81◦?

8. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) îïðåäåëåíà óñëîâèÿìè a1 = 1 è

an = n(a1 + a2 + · · ·+ an−1)

ïðè n > 1. Íàéäèòå âñå n, äëÿ êîòîðûõ an äåëèòñÿ íà n!.



×åòûðíàäöàòûé Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð

ÂÄÖ ¾Îðë¼íîê¿, 20�28.09.2019

Òóð 1. 22.09.2019

Ïåðâàÿ þíèîðñêàÿ ëèãà (9 êëàññ).

1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) îïðåäåëåíà óñëîâèÿìè a1 = 1 è

an = n(a1 + a2 + · · ·+ an−1)

ïðè n > 1. Íàéäèòå âñå n, äëÿ êîòîðûõ an äåëèòñÿ íà n!.

2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà AD. Ïðÿìàÿ

ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ AD, ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç òî÷êó B, ïåðåñåêàåò îòðåçîê AD

è âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABD â òî÷êå

E. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A, E è öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà

ABC ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

3.Ôèãóðû ¾ëîäî÷êà¿ è ¾êîðàáëèê¿ ñîñòîÿò èç ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñî

ñòîðîíîé 1 (ñì. ðèñóíîê íèæå: ¾ëîäî÷êà¿ ñïðàâà, ¾êîðàáëèê¿ ñëåâà). Ìîæíî

ëè ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 30 ðàçðåçàòü íà 20 ëîäî÷åê è 140

êîðàáëèêîâ? (Ôèãóðêè ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü.)

4. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî ÷èñëî n · 2015 · 2017 · 2019 + 4

ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì?

5. ABCD � ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ (AD||BC). N � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ

ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê ñòîðîíå AB ñ ïðÿìîé BC. Îêàçàëîñü, ÷òî

AN ||CD. Íàéäèòå óãëû òðàïåöèè.

6. Öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b è c òàêîâû, ÷òî [a, c] äåëèòñÿ íà b, à [b, c]

äåëèòñÿ íà a. Äîêàæèòå, ÷òî b(a, c) = a(b, c). (Çäåñü [x, y] è (x, y), êàê îáû÷íî,

îáîçíà÷àþò íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå è íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë

x è y ñîîòâåòñòâåííî.)

7. Â ïåùåðå íà îñòðîâå Ñààðåìàà ìåäèòèðóþò òðè ìîíàõà, êàæäûé èç êîòî-

ðûõ ëæ¼ò ïî äâóì ïîäðÿä èäóùèì äíÿì íåäåëè è ãîâîðèò ïðàâäó ïî îñòàëü-

íûì äíÿì. Íè â îäèí äåíü íåäåëè íå ëæ¼ò áîëüøå ÷åì îäèí ìîíàõ. Â ïî-

íåäåëüíèê îäèí ìîíàõ ãîâîðèò: �Â÷åðà ÿ ëãàë.� Íà ñëåäóþùèé äåíü äðóãîé

ìîíàõ îòâå÷àåò: �Èíòåðåñíîå ñîâïàäåíèå, è ÿ â÷åðà ëãàë.� Â êàêîé äåíü íåäåëè

íå ëæ¼ò íè îäèí ìîíàõ?

8. Ðàçëè÷íûå íåíóëåâûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà x, y, z óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

x2 − yz

x(1− yz)
=

y2 − xz

y(1− xz)
.

Äîêàæèòå, ÷òî

x+ y + z =
1

x
+

1

y
+

1

z
.


