
×åòûðíàäöàòûé Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð
ÂÄÖ ¾Îðë¼íîê¿, 20�28.09.2019

Òóð 3. 25.09.2019
Âûñøàÿ þíèîðñêàÿ ëèãà (9 êëàññ).

1. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ n, êîòîðûå
ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû õîòÿ áû äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè â âèäå a2−b,
ãäå a è b ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè ÷èñëà n.

2. Òî÷êàM � ñåðåäèíà ãèïîòåíóçû AB ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC.
Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê AB ïåðåñåêàåò ñòîðîíó BC â òî÷êåK. Ïðÿìàÿ,
ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ CM è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó K, ïåðåñåêàåò ëó÷ CA â
òî÷êå P (A ëåæèò ìåæäó C è P ). Ïðÿìûå CM è BP ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå
T . Äîêàæèòå, ÷òî AC = TB.

3. Íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåí íåâèäèìûé âûïóêëûéN -óãîëüíèê. Íåèçâåñòíî,
÷åìó ðàâíî N . Ðàçðåøàåòñÿ ïðîâåñòè ïðÿìóþ, è âàì ïîêàæóò ïðîåêöèþ ìíî-
ãîóãîëüíèêà íà ýòó ïðÿìóþ. Ìîæíî ëè ãàðàíòèðîâàííî íàéòè N çà êîíå÷íîå
÷èñëî øàãîâ?

4. Ìàðèÿ Èâàíîâíà íåñëà â øêîëó 2k ÿáëîê, ãäå k � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå
÷èñëî, íî ñúåëà îäíî ïî äîðîãå. Îñòàâøèåñÿ ÿáëîêè îíà ðàçäàëà Âàñå è Ïåòå
â íåïðîçðà÷íûõ ïàêåòàõ. Äåòè õîòÿò óçíàòü, êîìó äîñòàëîñü áîëüøå, íî èì
íåëüçÿ ðàçãîâàðèâàòü. Îíè çàðàíåå çíàëè, ÷òî èì ðàçäàäóò 2k − 1 ÿáëîê äëÿ
íåêîòîðîãî k, íî íå çíàëè, ÷åìó ðàâíî k. Îíè äîãîâîðèëèñü, ÷òî êàæäûé,
çàãëÿíóâ â ñâîé ïàêåò, òèõîíüêî ïî÷åøåò ëèáî ëåâîå óõî, ëèáî ïðàâîå óõî â
çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÷òî îí íàéä¼ò â ïàêåòå. Êàê Âàñå è Ïåòå ñ ïîìîùüþ
òàêîãî îáìåíà èíôîðìàöèåé óçíàòü, ó êîãî áîëüøå ÿáëîê (èëè ÷òî ÿáëîê ó
íèõ ïîðîâíó, åñëè ó÷èòåëüíèöà ñúåëà åäèíñòâåííîå ÿáëîêî)?

5. Ïóñòü f(x) = x2 + bx+ 1, ãäå b � âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Ñêîëüêî öåëî÷èñ-
ëåííûõ ðåøåíèé èìååò íåðàâåíñòâî f(f(x) + x) < 0 (ïðè êàæäîì çíà÷åíèè
ïàðàìåòðà b)?

6. Ïóñòü a, b, c � íåíóëåâûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, à x, y, z òàêèå, ÷òî

bx+ ay = c, cx+ az = b, cy + bz = a.

Äîêàæèòå, ÷òî xyz > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a2, b2 è c2 ÿâëÿþòñÿ
äëèíàìè ñòîðîí íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà.

7. Äàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC. Íà ïðîäîëæåíèÿõ ñòîðîíû BC
îòìå÷åíû òî÷êè: íà ïðîäîëæåíèè çà òî÷êó B îòìå÷åíà òî÷êà P , çà òî÷êó C �
òî÷êà Q òàê, ÷òî AB = BP , AC = CQ. Îêðóæíîñòü ω ñ öåíòðîì O ÿâëÿåòñÿ
âíåâïèñàííîé äëÿ òðåóãîëüíèêà ABC, îíà êàñàåòñÿ ïðîäîëæåíèé ñòîðîí AB
è AC â òî÷êàõ D è E ñîîòâåòñòâåííî. Ëó÷è PD è QE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå
T (òî÷êà D ëåæèò íà îòðåçêå PT , òî÷êà E ëåæèò íà îòðåçêå QT ). Äîêàæèòå,
÷òî ∠ATO = 90◦.

8. Ïðÿìîóãîëüíèê, ñîñòîÿùèé èç êëåòîê øàõìàòíîé äîñêè, íàçîâ¼ì âàæ-

íûì, åñëè âñå åãî óãëîâûå êëåòêè ÷¼ðíûå. Íà êàæäîé êëåòêå øàõìàòíîé äîñ-
êè íàïèñàíî êîëè÷åñòâî âàæíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñîäåðæàùèõ ýòó êëåòêó.
Ïóñòü B � ñóììà ÷èñåë, íàïèñàííûõ íà ÷¼ðíûõ êëåòêàõ, à W � ñóììà ÷èñåë,
íàïèñàííûõ íà áåëûõ êëåòêàõ. Íàéäèòå B −W .



×åòûðíàäöàòûé Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð
ÂÄÖ ¾Îðë¼íîê¿, 20�28.09.2019

Òóð 3. 25.09.2019
Ïåðâàÿ þíèîðñêàÿ ëèãà (9 êëàññ).

1. Íàéòè âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêèå, ÷òî 2a! + 2b! � òî÷íûé êóá.

2. Òî÷êàM � ñåðåäèíà ãèïîòåíóçû AB ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC.
Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê AB ïåðåñåêàåò ñòîðîíó BC â òî÷êåK. Ïðÿìàÿ,
ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ CM è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó K, ïåðåñåêàåò ëó÷ CA â
òî÷êå P (A ëåæèò ìåæäó C è P ). Ïðÿìûå CM è BP ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå
T . Äîêàæèòå, ÷òî AC = TB.

3. Ìàðèÿ Èâàíîâíà íåñëà â øêîëó 2k ÿáëîê, ãäå k � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå
÷èñëî, íî ñúåëà îäíî ïî äîðîãå. Îñòàâøèåñÿ ÿáëîêè îíà ðàçäàëà Âàñå è Ïåòå
â íåïðîçðà÷íûõ ïàêåòàõ. Äåòè õîòÿò óçíàòü, êîìó äîñòàëîñü áîëüøå, íî èì
íåëüçÿ ðàçãîâàðèâàòü. Îíè çàðàíåå çíàëè, ÷òî èì ðàçäàäóò 2k − 1 ÿáëîê äëÿ
íåêîòîðîãî k, íî íå çíàëè, ÷åìó ðàâíî k. Îíè äîãîâîðèëèñü, ÷òî êàæäûé,
çàãëÿíóâ â ñâîé ïàêåò, òèõîíüêî ïî÷åøåò ëèáî ëåâîå óõî, ëèáî ïðàâîå óõî â
çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÷òî îí íàéä¼ò â ïàêåòå. Êàê Âàñå è Ïåòå ñ ïîìîùüþ
òàêîãî îáìåíà èíôîðìàöèåé óçíàòü, ó êîãî áîëüøå ÿáëîê (èëè ÷òî ÿáëîê ó
íèõ ïîðîâíó, åñëè ó÷èòåëüíèöà ñúåëà åäèíñòâåííîå ÿáëîêî)?

4. Ïóñòü a, b, c � ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, à x, y, z òàêèå, ÷òî

bx+ ay = c, cx+ az = b, cy + bz = a.

Äîêàæèòå, ÷òî xyz 6 1
8 .

5. Íàçîâåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 3 êðóãîâûì, åñëè ìîæíî ïîñòàâèòü ïî
êðóãó n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) òàê, ÷òîáû ïðîèç-
âåäåíèå ëþáûõ ÷åòûðåõ ïîäðÿä èäóùèõ ðàâíÿëîñü n. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî
êðóãîâûõ ÷èñåë n òàêèõ, ÷òî 3 < n < 1000000.

6. Äàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC. Íà ïðîäîëæåíèÿõ ñòîðîíû BC
îòìå÷åíû òî÷êè: íà ïðîäîëæåíèè çà òî÷êó B îòìå÷åíà òî÷êà P , çà òî÷êó C �
òî÷êà Q òàê, ÷òî AB = BP , AC = CQ. Îêðóæíîñòü ω ñ öåíòðîì O ÿâëÿåòñÿ
âíåâïèñàííîé äëÿ òðåóãîëüíèêà ABC, îíà êàñàåòñÿ ïðîäîëæåíèé ñòîðîí AB
è AC â òî÷êàõ D è E ñîîòâåòñòâåííî. Ëó÷è PD è QE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå
T (òî÷êà D ëåæèò íà îòðåçêå PT , òî÷êà E ëåæèò íà îòðåçêå QT ). Äîêàæèòå,
÷òî ∠ATO = 90◦.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ n, êîòîðûå
ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå a2− b, ãäå a è b ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè ÷èñëà
n, õîòÿ áû äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.

8. Êàæäûé áîëåëüùèê ¾Ñïàðòàêà¿ èç çàøåäøèõ â ñïîðò-áàð çíàåò ðîâíî
äâå êðè÷àëêè. Ñ ëþáûì äðóãèì áîëåëüùèêîì ¾Ñïàðòàêà¿, êðîìå îäíîãî, îí
ìîæåò ïðîêðè÷àòü êàêóþ-òî êðè÷àëêó. Ñêîëüêî âñåãî áîëåëüùèêîâ Ñïàðòàêà
çàøëî â ñïîðò-áàð?


