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ÂÄÖ ¾Îðëåíîê¿, 20�28.09.2019

26.09.2019. Ëèãà Ãðàíä. Áîé çà 5�6 ìåñòà.

1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a è b � êàòåòû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, à c � åãî ãèïîòåíóçà, òî
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√
2 + 2.

2. 99 ãíîìîâ, íåêîòîðûå èç íèõ � â øëÿïàõ, ñòàëè â êðóã. Îêàçàëîñü, ÷òî äâà ãíîìà â øëÿïàõ íå
ìîãóò ñòîÿòü íè ðÿäîì, íè òàê, ÷òîáû ìåæäó íèìè ñòîÿëî ðîâíî 48 ãíîìîâ. Êàêîå íàèáîëüøåå
êîëè÷åñòâî ãíîìîâ ìîæåò áûòü â øëÿïàõ?

3. Íà êàæäîé êëåòêå äîñêè m×n ëåæèò ïî îäíîé ìîíåòå. Â ïðàâîì âåðõíåì óãëó ìîíåòà ëåæèò
ââåðõ îðëîì, à âî âñåõ îñòàëüíûõ êëåòêàõ � ðåøêîé. Çà õîä ðàçðåøàåòñÿ óáðàòü ñ äîñêè
ëþáóþ ìîíåòó, ëåæàùóþ ââåðõ îðëîì, è ïåðåâåðíóòü ìîíåòû âî âñåõ êëåòêàõ, ñîñåäíèõ ïî
ñòîðîíå ñ êëåòêîé, â êîòîðîé ëåæàëà ýòà ìîíåòà. Ïðè êàêèõ m > 2, n > 2 ìîæíî óáðàòü ñ
äîñêè âñå ìîíåòû?

4. Ìîæíî ëè ðàññòàâèòü âî âñåõ êëåòêàõ òàáëèöû 2019× 2019 ïîïàðíî ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå
÷èñëà òàê, ÷òî äëÿ êàæäûõ äâóõ êëåòîê, ãðàíè÷àùèõ ïî ñòîðîíå, îäíî èç äâóõ ÷èñåë â ýòèõ
êëåòêàõ äåëèòñÿ íà äðóãîå, è ïðèòîì íàèáîëüøåå ÷èñëî â òàáëèöå ïðåâîñõîäèò íàèìåíüøåå
íå áîëåå, ÷åì â 2019 ðàç?

5. Ïóñòü D � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC íåðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Íà îòðåçêå AD
âçÿòà òî÷êà P . Îêðóæíîñòè (BDP ) è (CDP ) ïåðåñåêàþò ñîîòâåòñòâåííî îòðåçêè AB è AC
â òî÷êàõ E è F ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà Q � îñíîâàíèå áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà EPF , ïðî-
âåäåííîé èç P . Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü (APQ) êàñàåòñÿ âûñîòû AH òðåóãîëüíèêà ABC.

6. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì íàòóðàëüíîì n ≥ 2 ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå a1, a2, . . . , an òàêèå,
÷òî (a1 + a2 + · · ·+ an)

2 − 1 äåëèòñÿ íà a21 + a22 + · · ·+ a2n?

7. Îêðóæíîñòü ω, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê ABC, êàñàåòñÿ åãî ñòîðîí AB, BC è CA â òî÷êàõ
K, L è M ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êè E è F ñèììåòðè÷íû òî÷êå K îòíîñèòåëüíî òî÷åê A è B
ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå EM è FL ïåðåñåêàþòñÿ íà ω.

8. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå xy = x+ y+ÍÎÊ[x, y].

9. 2019 êó÷ êàìíåé èçíà÷àëüíî ïî 1 êàìíþ. Çà îäíó îïåðàöèþ ìîæíî â íåêîòîðûå 100 êó÷
äîáàâèòü ïî 100 êàìíåé è åùå â íåñêîëüêî (âîçìîæíî, íè â îäíó) èç êó÷ ïî îäíîìó êàìíþ.
Çà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî õîäîâ ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âî âñåõ êó÷àõ ñíîâà ñòàëî
ïîðîâíó êàìíåé?

10. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ïðåäñòàâèìî â âèäå x4+y4−z4− t4 äëÿ íåêîòîðûõ
ðàöèîíàëüíûõ x, y, z, t.


