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26.09.2019. Ëèãà Ãðàíä. Ïîëóôèíàë.

1. Ïóñòü D � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC íåðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Íà îòðåçêå AD
âçÿòà òî÷êà P . Îêðóæíîñòè (BDP ) è (CDP ) ïåðåñåêàþò ñîîòâåòñòâåííî îòðåçêè AB è AC
â òî÷êàõ E è F ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà Q � îñíîâàíèå áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà EPF , ïðî-
âåäåííîé èç P . Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü (APQ) êàñàåòñÿ âûñîòû AH òðåóãîëüíèêà ABC.

2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå n ≥ 2 òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå a1, a2, . . . , an
òàêèå, ÷òî (a1 + a2 + . . .+ an)

2 − 1 äåëèòñÿ íà a21 + a22 + . . .+ a2n.

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a è b � êàòåòû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, à c � åãî ãèïîòåíóçà, òî

3 <
c3 − a3 − b3

c(c− a)(c− b)
≤

√
2 + 2.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ïðåäñòàâèìî â âèäå x4+y4−z4− t4 äëÿ íåêîòîðûõ
ðàöèîíàëüíûõ x, y, z, t.

5. Ìîæíî ëè ðàññòàâèòü âî âñåõ êëåòêàõ òàáëèöû 2019× 2019 ïîïàðíî ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå
÷èñëà òàê, ÷òî äëÿ êàæäûõ äâóõ êëåòîê, ãðàíè÷àùèõ ïî ñòîðîíå, îäíî èç äâóõ ÷èñåë â ýòèõ
êëåòêàõ äåëèòñÿ íà äðóãîå, è ïðèòîì íàèáîëüøåå ÷èñëî â òàáëèöå ïðåâîñõîäèò íàèìåíüøåå
íå áîëåå, ÷åì â 2019 ðàç?

6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå n òàêîå, ÷òî 1 + 2n + 3n

äåëèòñÿ íà 7k.

7. Íà êàæäîé êëåòêå äîñêè m×n ëåæèò ïî îäíîé ìîíåòå. Â ïðàâîì âåðõíåì óãëó ìîíåòà ëåæèò
ââåðõ îðëîì, à âî âñåõ îñòàëüíûõ êëåòêàõ � ðåøêîé. Çà õîä ðàçðåøàåòñÿ óáðàòü ñ äîñêè
ëþáóþ ìîíåòó, ëåæàùóþ ââåðõ îðëîì, è ïåðåâåðíóòü ìîíåòû âî âñåõ êëåòêàõ, ñîñåäíèõ ïî
ñòîðîíå ñ êëåòêîé, â êîòîðîé ëåæàëà ýòà ìîíåòà. Ïðè êàêèõ m > 2, n > 2 ìîæíî óáðàòü ñ
äîñêè âñå ìîíåòû?

8. 2019 êó÷ êàìíåé èçíà÷àëüíî ïî 1 êàìíþ. Çà îäíó îïåðàöèþ ìîæíî â íåêîòîðûå 100 êó÷
äîáàâèòü ïî 100 êàìíåé è åùå â íåñêîëüêî (âîçìîæíî, íè â îäíó) èç êó÷ ïî îäíîìó êàìíþ.
Çà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî õîäîâ ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âî âñåõ êó÷àõ ñíîâà ñòàëî
ïîðîâíó êàìíåé?

9. Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC, A1 = AP ∩ BC, B1 = BP ∩ CA,
C1 = CP ∩ AB, C2 = AB ∩ A1B1, A2 = B1C1 ∩ BC. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ
îðòîöåíòðû òðåóãîëüíèêîâ A1B1C1 è A2B1C2, ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà ABC.

10. Äàíî íàòóðàëüíîå n ≥ 4. Êàæäîå ðåáðî ïîëíîãî ãðàôà ñ 2n âåðøèíàìè êðàñèòñÿ â ñèíèé
èëè êðàñíûé öâåò òàê, ÷òî íåò ñèíåãî òðåóãîëüíèêà è íåò êðàñíîãî ïîëíîãî ïîäãðàôà íà n
âåðøèíàõ. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ñèíèõ ðåáåð.


