
XV Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð.
Êîìàíäíàÿ îëèìïèàäà. 15.10.2020.
Ãðàíä-ëèãà (10-11 êë). I ÷àñòü.

ÇÀÄÀ×È. ÎÒÂÅÒÛ.

1. (3 áàëëà) Â ãðóïïå n äåòåé. Â êàæäîé ïàðå äåòåé õîòÿ áû îäèí ïîñëàë äðóãîìó SMS. Îêàçà-
ëîñü, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðåá¼íêà ñðåäè òåõ, êîìó îí ïîñëàë SMS, åìó ïîñëàëè SMS ðîâíî 25%.
Âîçìîæíî ëè ýòî ïðè à) n = 36? á) n = 37? â) n = 38?

Îòâåò: à) äà; á) íåò; â) íåò.

2. (3 áàëëà) Ñðåäè âåðøèí ïðàâèëüíîãî 17-óãîëüíèêà âûáèðàþò òðîéêó âåðøèí. Ñêîëüêî ñïî-
ñîáîâ âûáðàòü å¼ òàê, ÷òîáû òðåóãîëüíèê ñ ýòèìè òðåìÿ âåðøèíàìè áûë îñòðîóãîëüíûì?

Îòâåò: 204.

3. (3 áàëëà) Äàí òðåóãîëüíèê ABC ñî ñòîðîíàìè 15, 20, 25. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó åãî
öåíòðîì âïèñàííîé îêðóæíîñòè è öåíòðîì âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè
â ñåðåäèíàõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC.

Îòâåò: 2, 5.

4. (3 áàëëà) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} çàäàíà óñëîâèÿìè a1 = 10, an+1 =
n+2
n

· (an − 1) ïðè âñåõ
íàòóðàëüíûõ n. Íàéäèòå a100.

Îòâåò: 40501.

5. (3 áàëëà) Íàéäèòå íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå 1 0000 . . . 0︸ ︷︷ ︸
99 íóëåé

5, íå ïðåä-

ñòàâèìîå â âèäå ñóììû òðåõ êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë.

Îòâåò: 9999 . . . 9︸ ︷︷ ︸
100 äåâÿòîê

(èëè 10100 − 1).

6. (3 áàëëà) Äàíî óðàâíåíèå x10 + 7x + 1 = 0. Íàéäèòå ñóììó äåâÿòûõ ñòåïåíåé âñåõ åãî êîì-
ïëåêñíûõ êîðíåé.

Îòâåò: −63.

7. (7 áàëëîâ) Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Ïóñòü òî÷êà C ′ íà ñòîðîíå AB òàêîâà, ÷òî îòðåçîê CC ′

äåëèò òðåóãîëüíèê íà äâà òðåóãîëüíèêà ñ ðàâíûìè ðàäèóñàìè âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç tc äëèíó îòðåçêà CC ′. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ta è tb. Âûðàçèòå ïëîùàäü òðå-
óãîëüíèêà ABC ÷åðåç ta, tb, tc.

Îòâåò: S =
tatbtc√

t2a + t2b + t2c
.

ÐÅØÅÍÈÅ.

1) Ïóñòü rc � ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ACC ′ (èëè BCC ′). Èìååì
SABC = SACC′ + SBCC′ ,
pr = (b+ AC ′ + tc)rc/2 + (a+BC ′ + tc)rc/2,
pr = tcrc + (b+ AC ′ +BC ′ + a)rc/2,
pr = tcrc + prc,

tc = p · r − rc
rc

. (1)



2) Ïóñòü I, I1, I2 � öåíòðû âïèñàíûõ îêðóíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABC, ACC ′, BCC ′ ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òîãäà I1 è I2 ëåæàò íà áèññåêòðèñàõ AI, BI è I1I2 ∥ AB. Òîãäà II1/I1A = II2/I2B =
r − rc
rc

.

Èç òåîðåì ñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ ACI1, I1CI, BCI2, I2CI âûâîäèì
r − rc
rc

=
CI√
ab
.

CI =
a+ b

a+ b+ c
ℓc, ãäå ℓc � áèññåêòðèñà, ℓc =

2ab cos γ
2

a+ b
, îòñþäà CI =

ab cos γ
2

p
,
r − rc
rc

=
√
ab cos γ

2

p
. Ïîäñòàâëÿÿ â (1), ïîëó÷àåì tc =

√
ab cos γ

2
=

√
ab sin γ

2

cos γ
2√

sin γ

2

. Îêîí÷àòåëüíî,

tc =
√
S ·

√
ctg

γ

2
. (2)

3) Ïîëüçóÿñü èçâåñòíûì òîæäåñòâîì ctg α
2
+ ctg β

2
+ ctg γ

2
= ctg α

2
ctg β

2
ctg γ

2
, ïîëó÷àåì òðåáó-

åìîå.

8. (7 áàëëîâ) Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì íàòóðàëüíîì n ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí f ñòåïåíè n òà-
êîé, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 200 ÷èñåë f(1), f(2), f(3), . . . , f(200) ÿâëÿåòñÿ íåïîñòîÿííîé
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé?

Îòâåò: 199.

ÐÅØÅÍÈÅ.

Äîêàæåì, ÷òî n ≤ 199. Ðàññìîòðèì èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà, ïðèíèìàþùèé
â òî÷êàõ 1, 2, . . . , 200, çíà÷åíèÿ 2, 22, 23, . . . , 2200. Åãî ñòåïåíü ≤ 199.

Äîêàæåì, ÷òî n ≥ 199. Ïóñòü q � çíàìåíàòåëü ïðîãðåññèè f(1), f(2), f(3), . . . , f(200), ãäå f
� ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Òîãäà óðàâíåíèå f(x + 1) − qf(x) = 0 ñòåïåíè n (òàê êàê q ̸= 1, òî
êîýôôèöèåíò ïðè n-é ñòåïåíè íå îáíóëÿåòñÿ) èìååò õîòÿ áû 199 êîðíåé: 1, 2, . . . , 199. Îòñþäà
n ≥ 199.


