
XV Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð.
Êîìàíäíàÿ îëèìïèàäà. 15.10.2020.
Ãðàíä-ëèãà (10-11 êë). II ÷àñòü.

ÐÅØÅÍÈß.

9. (7 áàëëîâ) Ñêîëüêî ñïîñîáîâ ðàñïîëîæèòü ÷èñëà 1, 2, . . . , 2020 â ðÿä òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáûõ
òð¼õ ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë x, y, z (ñëåâà íàïðàâî) áûëî âûïîëíåíî óñëîâèå x2+2yz < z2+2xy?

ÐÅØÅÍÈÅ.

Ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâî:

x2 + 2xz < z2 + 2xy ⇔ x2 − 2xy < z2 − 2yz ⇔

⇔ x2 − 2xy + y2 < z2 − 2yz + y2 ⇔ (x− y)2 < (z − y)2.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî |x − y| < |z − y|. Cîîòâåòñòâåííî, óñëîâèå
çàäà÷è ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàéòè êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàññòà-
âèòü ÷èñëà îò 1 äî 2020 â ðÿä òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáûõ òð¼õ ïîäðÿä èäóùèõ x, y, z âûïîëíÿëîñü
óñëîâèå |x − y| < |z − y|. Òî åñòü, ìîäóëè ðàçíîñòè ïàð ñîñåäíèõ ÷èñåë äîëæíû ñòðîãî âîç-
ðàñòàòü. Ñàìûé áîëüøîé âîçìîæíûé ìîäóëü ðàçíîñòè ýòî |2020 − 1| = 2019. Ïàð ñîñåäíèõ
÷èñåë òîæå 2019. Çíà÷èò âñòðå÷àþòñÿ âñå âîçìîæíûå ìîäóëè ðàçíîñòè îò 1 äî 2019 (è èäóò
ðîâíî â òàêîì ïîðÿäêå ñëåâà íàïðàâî).

Ïîñìîòðèì íà ñàìóþ ïîñëåäíþþ ïàðó ÷èñåë. Å¼ ìîäóëü ðàçíîñòè ðàâåí 2019. Äëÿ íå¼ òîëüêî
äâà âàðèàíòà: ýòî ëèáî ¾1, 2020¿, ëèáî ¾2020, 1¿. Ïðè÷¼ì äëÿ êàæäîãî èç äâóõ âàðèàíòîâ
ðàñïîëîæåíèå îñòàâøèõñÿ ÷èñåë âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî (èä¼ì ñïðàâà íàëåâî).

Îòâåò: 2 âàðèàíòà.

10. (7 áàëëîâ) Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå x100 − y100 = 100!.

ÐÅØÅÍÈÅ 1.

Ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà x100 ñðàâíèìî ñ 0 èëè 1 ïî ìîäóëþ 101. Àíàëîãè÷íî, y100 ñðàâíèìî
ñ 0 èëè 1 ïî ìîäóëþ 101. Ïî òåîðåìå Âèëüñîíà, 100! ñðàâíèìî ñ −1 ïî ìîäóëþ 101. Ýòî
âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà x100 äåëèòñÿ íà 101. Òîãäà x > 100. Òîãäà

x100 − y100 ≥ x100 − (x− 1)100 > x100 − x99(x− 1) = x99 > 10099 > 100 · 99 · . . . · 2.

Ïðîòèâîðå÷èå.

ÐÅØÅÍÈÅ 2.

Ëåììà. x è y âçàèìíî ïðîñòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. x è y äåëÿòñÿ íà p. Òîãäà 100! äåëèòñÿ íà p100.
Ïî ôîðìóëå Ëåæàíäðà, ordp(100!) = [100/p] + [100/p2] + . . . < 100(1/2 + 1/4 + . . .) = 100 �
ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. x è 100! âçàèìíî ïðîñòû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, èõ îáùèé ïðîñòîé äåëèòåëü áûë
áû äåëèòåëåì y. Çíà÷èò, x > 100.

Äàëåå ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå òàê æå êàê â ðåøåíèè 1.

11. (7 áàëëîâ) Òî÷êè A,C,K,L ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ðàññìàòðèâàþòñÿ îêðóæíîñòè, êàñàþ-
ùèåñÿ ýòîé ïðÿìîé â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå (îòëè÷íîé îò A,C,K,L). Êàñàòåëüíûå èç A è C
ê îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå B. Êàñàòåëüíûå èç K è L ê îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî âñåâîçìîæíûå ïðÿìûå BP ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AC â ôèêñèðîâàííîé
òî÷êå (ëèáî ïàðàëëåëüíû AC).



ÐÅØÅÍÈÅ.

Ïóñòü îêðóæíîñòü èç óñëîâèÿ êàñàåòñÿ AB â òî÷êå X ,BC â Y , AC â N , PK â Z, PL â T . Ïî
òåîðåìå Ìåíåëàÿ äëÿ òðåóãîëüíèêà ABC ïîëó÷àåì, ÷òî ïðÿìàÿ XY ïðîõîäèò ÷åðåç ôèêñè-
ðîâàííóþ òî÷êó íà ñòîðîíå AC ( èç-çà AX = AN = const, CY = CN = const, BX = BY ).
Àíàëîãè÷íî ïðÿìûå TZ, Y Z,XT, Y T,XZ ïðîõîäÿò ÷åðåç ôèêñèðîâàííûå òî÷êè íà ïðÿìîé
AC (òåîðåìó Ìåíåëàÿ ïðèìåíÿåì äëÿ âñåâîçìîæíûõ òðåóãîëüíèêîâ îáðàçîâàííûõ ïàðîé êà-
ñàòåëüíûõ è ïðÿìîé AC). Ïóñòü XZ è Y T ïåðåñåêàþòñÿ â F , à XT è Y Z â G. Çàìåòèì,
÷òî GF ñîâïàäàåò ñ BP â ñèëó òîãî, ÷òî ïîëþñû îáåèõ ïðÿìûõ ñîâïàäàþò. Äàëåå èìååì
÷åòûðåõóãîëüíèê XY ZT , ãäå âñå ñòîðîíû è äèàãîíàëè ïåðåñåêàþò ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ AC
â ôèêñèðîâàííûõ òî÷êàõ. Îáîçíà÷èì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ AC ñ XZ, Y Z,XT, TY, TZ,XY çà
A1, A2, A3, A4, A5, A6. Ïóñòü ïðÿìàÿ GF ïåðåñåêàåò AC â R. Òîãäà ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ìåíåëàÿ
äëÿ òðåóãîëüíèêà A1ZA2 è ïðÿìîé GF , çàòåì äëÿ A2ZA5 è ïðÿìîé A3G, çàòåì äëÿ A1ZA5

A4F , ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

12. (7 áàëëîâ) Íà äîñêå èçíà÷àëüíî íàïèñàíû 100 ÷èñåë 1, 2, 3, . . . , 100. Çà îäíó îïåðàöèþ ìîæíî

ñòåðåòü ñ äîñêè äâà ÷èñëà a, b è âìåñòî íèõ íàïèñàòü ÷èñëî a + b +
ab

s
, ãäå s � ñóììà âñåõ

÷èñåë, íàïèñàííûõ íà äîñêå â ìîìåíò ïîñëå ñòèðàíèÿ ÷èñåë a è b. Ïîñëå 98 îïåðàöèé íà äîñêå
îñòàþòñÿ äâà ÷èñëà x ≥ y. Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå x.

ÐÅØÅÍÈÅ.

Îòâåò. 12 582 075 = 101 · 25 · 4983

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå çàìåíû ÷èñåë a è b íà c = a+ b+
ab

s
ñóììà ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé âñåõ

÷èñåë íå èçìåíèòñÿ: îò óäàëåíèÿ a è b îíà óìåíüøèòñÿ íà ab+ (a+ b)s, à îò äîáàâëåíèÿ c �
óâåëè÷èòñÿ íà cs = (a + b)s + ab. Ïîýòîìó ñóììà âñåõ ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé âñåãäà áóäåò
ðàâíà èñõîäíîé, òî åñòü

(1 + 2 + · · ·+ 100)2 − (12 + 22 ++1002)

2
=

1

2

(
1012 · 502 − 50 · 101 · 201

3

)
=

= 101 · 25 · (101 · 50− 67) = 101 · 25 · 4983 = 12 582 075.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäîå ïîÿâëÿþùååñÿ íà äîñêå ÷èñëî íå ìåíüøå ñò¼ðòûõ íà ýòîì øàãå;
ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ÷èñëà íà äîñêå â ëþáîé ìîìåíò íå ìåíüøå 1. Çíà÷èò, y ≥ 1,
îòêóäà x ≤ 12 582 075.

×òîáû ïîëó÷èòü òàêîå ÷èñëî x, äîñòàòî÷íî ïðèìåíÿòü îïåðàöèè, íå çàòðàãèâàÿ ÷èñëî 1,
èñõîäíî ïðèñóòñòâóþùåå íà äîñêå.

Êîììåíòàðèé: çà "æàäíûé àëãîðèòì"(áåðåì íà êàæäîì øàãå äâà ìàêñèìàëüíûõ ÷èñëà) �
áàëëû íå íà÷èñëÿþòñÿ.


