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1. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ ÷èñåë (a, b, c, x, y, z), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøå-
íèþ ab+ xy ≡ bc+ yz ≡ ca+ zx ≡ 1 (mod 2013) è òàêèõ, ÷òî a, b, c, x, y, z ∈ {0, 1, 2, . . . , 2012}.

2. Øêîëüíèêè èãðàëè â íàñòîëüíûé òåííèñ "íà ïîáåäèòåëÿ". Îíè óñòàíîâèëè î÷åðåäü è ïðàâè-

ëà: âíà÷àëå èãðàþò ïåðâûé è âòîðîé, à â äàëüíåéøåì êàæäûé î÷åðåäíîé ó÷àñòíèê èãðàåò ñ

ïîáåäèòåëåì ïðåäûäóùåé ïàðû. Íà ñëåäóþùèé äåíü òå æå øêîëüíèêè ñíîâà ñûãðàëè ïî òåì

æå ïðàâèëàì, íî î÷åðåäü øëà â îáðàòíîì ïîðÿäêå (â÷åðàøíèé ïîñëåäíèé ñòàë ïåðâûì, ïðåä-

ïîñëåäíèé � âòîðûì, è òàê äàëåå). Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé ñûãðàë õîòÿ áû ðàç è â ïåðâûé äåíü,

è âî âòîðîé. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ äâà øêîëüíèêà, êîòîðûå èãðàëè ìåæäó ñîáîé è â ïåðâûé

äåíü, è âî âòîðîé.

3. Òî÷êà P ëåæèò âíóòðè îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Ïóñòü òî÷êè A′, B′, C ′ ñèììåò-
ðè÷íû òî÷êå P îòíîñèòåëüíî ñòîðîí BC, CA, AB. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí

òðåóãîëüíèêà A′B′C ′ ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC.

4. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû n > 100 òî÷åê, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, è

íåñêîëüêî òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ëþáûõ øå-

ñòè îòìå÷åííûõ òî÷åê âñå îòìå÷åííûå òðåóãîëüíèêè ñ âåðøèíàìè òîëüêî â ýòèõ øåñòè òî÷êàõ

èìåþò îáùóþ âåðøèíó. Äîêàæèòå, ÷òî âñå îòìå÷åííûå òðåóãîëüíèêè èìåþò îáùóþ âåðøèíó.

5. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Ïðÿìàÿ AI âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò
îêðóæíîñòü, îïèñàííóþ îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, â òî÷êå L. Îêðóæíîñòü (CIL) âòîðè÷íî

ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ BI â òî÷êå K. Äîêàæèòå, ÷òî BK = CK.

6. Âåðøèíû ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ëåæàò íà ãèïåðáîëå y = 1/x. Ïóñòü a ðàâíî ñóììå

àáñöèññ, à b � ñóììå îðäèíàò òðåõ âåðøèí òðåóãîëüíèêà. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ ïðîèçâåäåíèå

ab?

7. Íàéäèòå âñå ìíîãî÷ëåíû P (x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî P (n!) = |P (n)|!.

8. Íà îñíîâàíèè AB ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ABCD âûáðàíà òî÷êà P òàêàÿ, ÷òî AP − BP =
= BD−BC. Ïåðïåíäèêóëÿð, âîññòàâëåííûé ê AB â òî÷êå P ïåðåñåêàåò ïðÿìûå CD, AC è BD
â òî÷êàõ Q, R è S ñîîòâåòñòâåííî. Îêðóæíîñòü ω êàñàåòñÿ ïðÿìûõ AC è BD â òî÷êàõ R è S.
Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì PQ êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè ω.

9. Íà êëåò÷àòîé äîñêå n × n ðàñïîëàãàþò ïàðàëëåëîãðàììû, ó êàæäîãî èç êîòîðûõ äâå ïðîòè-

âîïîëîæíûå ñòîðîíû ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëÿìè ñîñåäíèõ ïî ñòîðîíå êëåòîê. Êàêîå íàèáîëüøåå

êîëè÷åñòâî òàêèõ íåïåðåêðûâàþùèõñÿ (íå èìåþùèõ îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê) ïàðàëëåëîãðàì-

ìîâ ìîæåò áûòü?

10. Íàéäèòå âñå òðîéêè öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ x, y, z òàêèå ÷òî 7x + 2y = 3z.


