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1. Äàíû ïîëîæèòåëüíûå x1, . . . , xn (n > 3) òàêèå, ÷òî x1x2 . . . xn = 1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî
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2. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû m + n òî÷åê (m,n > 3), íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé

ïðÿìîé. Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóþò âûïóêëûé n-óãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ,

ñòðîãî âíóòðè êîòîðîãî ëåæèò âûïóêëûé m-óãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ. Äî-

êàæèòå, ÷òî åñëè íàòóðàëüíîå k òàêîâî, ÷òî k2 − k + 1 6 m + n, òî ñóùåñòâóåò âûïóêëûé

(k + 1)-óãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ òàêîé, ÷òî âíóòðè íåãî íå ëåæèò íèêàêàÿ

äðóãàÿ îòìå÷åííàÿ òî÷êà.

3. Äàíû äâà ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà a è b, áîëüøèõ 1 è íå äåëÿùèõñÿ íà êâàäðàòû ïðî-

ñòûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî c > 0 (çàâèñÿùåå îò a, b) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî n âûïîëíåíî
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4. Â êëàññå íåêîòîðûå ìàëü÷èêè äðóæàò ñ íåêîòîðûìè äåâî÷êàìè (äðóæáà âçàèìíà). Íà óðîêå

âñå ó÷åíèêè ñèäÿò çà ïàðòàìè � ïî îäíîìó èëè ïî äâîå çà ïàðòîé. Íàçîâåì ïîäìíîæåñòâî

äåâî÷åê A íàçîâåì õîðîøèì, åñëè êëàññ ìîæíî ïåðåñàäèòü òàê, ÷òîáû êàæäàÿ äåâî÷êà èç A
ñèäåëà çà ïàðòîé ñî ñâîèì äðóãîì-ìàëü÷èêîì. Àíàëîãè÷íî, íàçîâåì ïîäìíîæåñòâî B ìàëü÷èêîâ

õîðîøèì, åñëè ìîæíî ïåðåñàäèòü êëàññ òàê, ÷òîáû êàæäûé ìàëü÷èê èç B ñèäåë çà ïàðòîé ñî

ñâîåé ïîäðóãîé-äåâî÷êîé. Èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ìàëü÷èêîâ êëàññà íå ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì.

Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî îäíîãî èç ìàëü÷èêîâ ïåðåâåñòè â äðóãîé êëàññ òàê, ÷òîáû êàæäîå õîðîøåå

ïîäìíîæåñòâî äåâî÷åê îñòàëîñü õîðîøèì.

5. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f : N → N òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
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6. Â ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà òî÷êà K. Òî÷êè A1, B1, C1 � ïðîåêöèè òî÷êè K íà

ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå âûñîòû òðåóãîëüíèêà ABC, ïðîâåä¸ííûå èç âåðøèí A,B,C ñîîòâåòñòâåí-

íî. Òî÷êó K áóäåì íàçûâàòü õîðîøåé, åñëè AA1 = BB1 = CC1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 3 òî÷êè íà

ïëîñêîñòè õîðîøèå, òî è îðòîöåíòð îáðàçîâàííîãî èìè òðåóãîëüíèêà � òîæå õîðîøàÿ òî÷êà.

7. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n ÷èñëî 2013n ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ äâóõ êóáîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë?

8. Íàéäèòå âñå òðîéêè ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a, b, c òàêèå, ÷òî b3 + c3

äåëèòñÿ íà a2, c3 + a3 äåëèòñÿ íà b2 è a3 + b3 äåëèòñÿ íà c2.

9. Äàíû n ôèãóð â êâàäðàòå 1× 1, êàæäàÿ èìååò ïëîùàäü 1/2, à ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ èç íèõ

èìååò ïëîùàäü 1/4. Äîêàæèòå, ÷òî â êâàäðàòå ïëîùàäü, íå ïîêðûòàÿ ôèãóðàìè, ñîñòàâëÿåò íå

áîëåå 1/(n+ 1).

10. Äàí âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD, ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè BD. Ïðÿìàÿ

ℓ ïåðåñåêàåò îòðåçêè AB è AD â òî÷êàõ K è L ñîîòâåòñòâåííî, à ïðÿìàÿ m ïåðåñåêàåò ëó÷

CB è îòðåçîê CD â òî÷êàõ M è N ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî ïðÿìûå ℓ è m ñèììåòðè÷íû

îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AC. Äîêàæèòå, ÷òî KM ∥ LN .


