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Ãðàíä-ëèãà, 4 òóð (ïîëóôèíàë). 22.09.2013

1. Íàéäèòå âñå ïàðû íàòóðàëüíûõ m, n ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà P (x)
ñòåïåíè m (ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè) íàéäåòñÿ ìíîãî÷ëåí Q(x) ñòåïåíè n (ñ äåé-
ñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè) òàêîé, ÷òî Q(P (x)) äåëèòñÿ íà Q(x).

2. Äëÿ êàêèõ íàòóðàëüíûõ n íà ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ
M1, . . . ,Mn òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà S ⊂ {1, . . . , n} íàéäåòñÿ òî÷êà ïëîñ-
êîñòè P , ëåæàùàÿ ñòðîãî âíóòðè Mi äëÿ i ∈ S, è ëåæàùàÿ ñòðîãî âíå Mi äëÿ i /∈ S.

3. Äàí êóá 10× 10× 10, ðàçáèòûé íà åäèíè÷íûå êóáèêè, è íàòóðàëüíîå n. Àíÿ çàäóìûâàåò ìíî-
æåñòâî S åäèíè÷íûõ êóáèêîâ òàêîå, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõÿ
êèðïè÷åé 1× 1× 10 (èëè 1× 10× 1, èëè 10× 1× 1). Áîðÿ ìîæåò íàçâàòü ìíîæåñòâî ìíîæåñòâî
M èç n êëåòîê è ïîëó÷èòü îò Àíè èíôîðìàöèþ ïðî êàæäóþ êëåòêó èç M , ïðèíàäëåæèò ëè
îíà ìíîæåñòâó S. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n Áîðÿ âñåãäà ñìîæåò îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî S?

4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà a1, a2, . . . , íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè íàéäåòñÿ äåéñòâèòåëüíîå ÷èñ-
ëî x òàêîå, ÷òî am = [mx] äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ m. Íîìåð n (n > 2) íàçûâàåòñÿ âûíóæäåííûì
äëÿ ðåãóëÿðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1, a2, . . . , åñëè äëÿ ëþáîé ðåãóëÿðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
b1, b2, . . . òàêîé ÷òî a1 = b1, a2 = b2, . . . , an−1 = bn−1, âûïîëíåíî an = bn. Êàêîå íàèáîëüøåå âîç-
ìîæíîå êîëè÷åñòâî âûíóæäåííûõ íîìåðîâ, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 1000, ìîæåò áûòü ó ðåãóëÿðíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè?

5. Äàí ñâÿçíûé ãðàô íà n âåðøèíàõ. Ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå ìåíüøå k. Äîêàæèòå, ÷òî
ðåáðà ýòîãî ãðàôà ìîæíî ïîêðàñèòü â n− k öâåòîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ
âåðøèíàìè ñóùåñòâóåò òàêîé ïóòü, ÷òî öâåòà ðåáåð â íåì íå ïîâòîðÿþòñÿ.

6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n íàéäóòñÿ íàòóðàëüíûå ÷èñëà a1 < a2 < . . . < an òàêèå, ÷òî
ϕ(a1) > ϕ(a2) > . . . > ϕ(an), ãäå ϕ(m) îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ m
è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ m.

7. Äàíà îêðóæíîñòü è òî÷êà P âíóòðè íåå. ×åðåç P ïðîâîäÿòñÿ âñåâîçìîæíûå ïàðû õîðä XY è ZT .
Äîêàæèòå, ÷òî ëèíèè öåíòðîâ îêðóæíîñòåé (PXZ) è (PY T ) ïðîõîäÿò ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ
òî÷êó.

8. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n, äëÿ êîòîðûõ n!− 1 äåëèòñÿ íà 2n + 7.

9. Îêðóæíîñòü âïèñàíà â óãîë A îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC ñ öåíòðîì îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè O è êàñàåòñÿ ñòîðîí AB è AC â òî÷êàõ P è Q. Òàêæå îíà êàñàåòñÿ âíåøíèì îáðàçîì
îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BOC. Äîêàæèòå, ÷òî APIQ � ðîìá, ãäå I � öåíòð âïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.

10. Â ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëîæåíû 2 ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé 1. Èçâåñòíî, ÷òî ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èõ âåðøèíàìè íå ïðåâîñõîäèò 1. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè òðåóãîëüíèêè
èìåþò îáùóþ âåðøèíó.


