
Âîñüìîé Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð
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Ãðàíä-ëèãà. Áîè çà 5 � 8 ìåñòà. 22.09.2013

1. Öèôðû íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, íå êðàòíîãî 10, çàïèñàëè â îáðàòíîì ïîðÿäêå è ïîëó÷èâøååñÿ
÷èñëî ïðèáàâèëè ê èñõîäíîìó. Äîêàæèòå, ÷òî ðåçóëüòàò êðàòåí 81 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóììà öèôð èñõîäíîãî ÷èñëà äåëèòñÿ íà 81.

2. Íà ïëîñêîñòè íåñêîëüêî ïðàâèëüíûõ äåñÿòèóãîëüíèêîâ ñ ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíûìè ñòîðî-
íàìè ðàñêðàøåíû â 11 öâåòîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå äâà äåñÿòèóãîëüíèêà ðàçíûõ öâåòîâ èìåþò
îáùóþ òî÷êó. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàêîãî-òî öâåòà ëþáûå äâà äåñÿòèóãîëüíèêà ýòîãî öâåòà èìåþò
îáùóþ òî÷êó.

3. Íà øàõìàòíîé äîñêå 50×50 â íà÷àëå èãðû íàõîäèëñÿ áåëûé êîðîëü â óãëó è 100 ÷åðíûõ ëàäåé.
Õîäèëè ïî î÷åðåäè, íà÷èíàëè áåëûå. Êîðîëü, íè ðàçó íå ïîïàâ ïîä øàõ è íå ïîáèâ íè îäíîé
ëàäüè, ïåðåøåë â ïðîòèâîïîëîæíûé óãîë. Äîêàæèòå, ÷òî êîðîëü ñäåëàë áîëåå 200 õîäîâ.

4. Ïÿòèóãîëüíèê ABCDE âïèñàí â îêðóæíîñòü S. Îòðåçêè AD è BE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå T .
Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ CD è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç T , ïåðåñåêàåò îòðåçêè AB è CE â òî÷êàõ X è
Y . Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà AXY êàñàåòñÿ S.

5. Íàéäèòå âñå òàêèå ÷èñëà M , ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë
a + M

ab , b + M
bc , c + M

ca íå ìåíüøå, ÷åì 1 + M .

6. Äàíà îêðóæíîñòü è òî÷êà P âíóòðè íåå. ×åðåç P ïðîâîäÿòñÿ âñåâîçìîæíûå ïàðû õîðä XY è ZT .
Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ
PXZ è PY T , ïðîõîäÿò ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó, íå çàâèñÿùóþ îò âûáîðà õîðä.

7. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî b + 1 êðàòíî a, à a2 − 2 êðàòíî b. Äîêàæèòå, ÷òî b+1
2 �

êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

8. Îæåðåëüå ñîñòîèò èç 90 áóñèí êðàñíîãî, ñèíåãî è çåë¼íîãî öâåòà. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè ëþáûõ
ïÿòè áóñèí, èäóùèõ ïîäðÿä, åñòü õîòÿ áû îäíà êðàñíàÿ, à ñðåäè ëþáûõ ñåìè, èäóùèõ ïîäðÿä �
õîòÿ áû îäíà ñèíÿÿ. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî çåë¼íûõ áóñèí ìîæåò áûòü â ýòîì îæåðåëüå?

9. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íàòóðàëüíîãî m > 1 âûïîëíåíî
m∑

k=1

(m− 1)(m− 2) . . . (m− k + 1)k
mk

= 1.

10. Ìîæíî ëè âñå 2n ñòîëáöîâ âûñîòû n èç 0 è 1 âûïèñàòü â ðÿä òàê, ÷òîáû ñóììû ïî ìîäóëþ 2
ñîñåäíèõ ïàð ñòîëáöîâ ýòîãî ðÿäà áûëè ïîïàðíî ðàçëè÷íû? (Ñòîëáöû ñêëàäûâàþòñÿ ïîêîìïî-
íåíòíî.)


