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0–0. Дана шахматная позиция (белые  − король h8, пешка с6; чёрные − король a6, пешка 
h5), ход белых. Если пешка доходит до края доски, то превращается в ферзя. Позиция 
считается  ничейной,  либо  если  остались  только  короли,  либо  если  пешки 
превратились  в  ферзей  друг  за  другом  подряд.  Смогут  ли  белые  сделать  ничью? 
(Если да, то укажите первые два хода белых.) (Этюд Рети (за двумя зайцами). Да, 
смогут,  сходив  (1.  Кр  g  7  …,  2.  Кр  f  6)  .  После  этого они  либо догоняют  чёрную 
пешку  (если  чёрный  король  идёт  к  белой  пешке),  либо  успевают  защитить 
королём  и  провести  свою  в  (если  чёрные  ходят  пешкой).  Одно  из  свойств 
шахматной доски – кратчайший путь не только по прямой.)

0–1. Найдите количество натуральных делителей числа 20132013. (2014  3  .   Рассмотрим разложение на простые 
множители  20132013=32013⋅112013⋅612013,  тогда  по  формуле  количества  натуральных  делителей  получим 
τ(32013⋅112013⋅612013)=2014⋅2014⋅2014=20143.)

0–2. Найдите остаток от деления выражения 12013+22013+…+20122013 на 2013. (0. Разобьем слагаемые на пары: 
(12013+20122013)+(22013+20112013)+…+(10062013+10072013). Заметим, что все слагаемые разбиваются на пары, 
т. к. слагаемых чётное количество. Разложим каждую пару на множители по формуле:   an+bn=(a+b)(an-

1-an-2b+…+bn-1)  для  нечётного  n=2013.  У  всех  пар  сумма первой  скобки  равна  2013,  значит,  сумма 
делится на 2013 и имеет остаток 0 от деления на 2013.)

0–3. Решите уравнение x2−5y+3=0 в целых числах. (Решений нет. Рассмотрим остатки 
от  деления  x2 на  5.  x≡1(mod  5)  ⇒  x2≡1(mod  5);  x≡2(mod  5)  ⇒  x2≡4(mod 5); 
x≡3(mod 5) ⇒  x2≡4(mod 5);  x≡4(mod 5)⇒  x2≡1(mod 5); x≡0(mod 5) ⇒  x2≡0(mod 5). 
Следовательно, квадрат числа не может давать остаток 2≡−3 от деления на 5, т. 
е. выражение x2−5y≠−3.)

0–4. Новая шахматная фигура  тритон  бьёт три клетки  − одну перед собой в заданном 
направлении  и  соседние  с  этой  клеткой  справа  и  слева  относительно  указанного 
направления,  т.е.  фактически  бьёт  прямоугольник  1×3,  перпендикулярный 
направлению.  Расставьте на шахматной доске такое наименьшее число  тритонов, 
чтобы ни один не бил другого,  а  все свободные клетки были побиты (в  примере 
указать  также  и  то,  куда  направлены  фигуры).  (Пример  на  16  тритонов    −   см.   
рисунок (расстановка методом «пропеллера». (Можно также разбить доску на 
четыре зоны 4×4, в центральном квадрате 2×2 каждой из которых поставить 4 
тритонов методом «пропеллера».) Каждый тритон занимает и бьёт в сумме не 
более 4 клеток,  значит,  тритонов не менее 64:4=16.  Фактически это задача о 

разбиении доски 8×8 на тетрамино в виде буквы 
«Т».)
0–5. Разрежьте крест, составленный из пяти одинаковых квадратов 3×3, на 
три клетчатых многоугольника, равных по площади и периметру. (см. 
рис.)
0–6. В каком отношении может делиться отрезок,  соединяющий центры 
вписанной и вневписанной окружности, точкой пересечения с описанной 
окружностью треугольника?   (1:1.  Обозначения точек см. на чертеже. 
Угол  IBI'=90°  в силу того, что  BI и  BI' – биссектрисы двух смежных 
углов. Аналогично, угол IAI' также равен 90o. Значит, точки А, В, I и I' 
лежат на одной окружности с центром в точке М – середине от резка I 
I'.  Пусть  ∠А=α ,  ∠В=β ,  ∠С=γ .  Тогда 
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вокруг  четырехугольника  ACBM можно  описать  окружность  (т.к.  сумма противоположных  углов 
равна 180°). Эта окружность также является описанной окружностью треугольника АВС. Т. о., точка 
М – середина ОО' лежит на описанной окружности, следовательно,  описанная окружность делит этот 
отрезок пополам.) 

1–1.  Найдите arctg1+arctg2+arctg3.  (π  .   Возьмём  на координатной  плоскости 
точки  A(0;0),  B(−1;3),  C(1;2),  М(−1;0),  N(1;0)  –  см. чертёж. Тогда  ∠ВАМ=arctg  3, 
∠САN=arctg  2,  ∠BАC=arctg  1  (угол равнобедренного 
прямоугольного  треугольника  АВС),  а  сумма  – развернутый угол MAN.)

1–2. В четырехугольнике ABCD диагонали пересекаются в точке  O.  Найдите  угол  между 
прямыми  BC и  AD,  если  SAOB=SCOD.  (0  °  ,   они  не пересекаются. Если  SAOB=SCOD, 
то  OB⋅OA=OC⋅OD,  значит,  треугольники  BOC и AOD подобны и BC||AD.)

1–3. Найдите  площадь  фигуры,  изображенной  на клетчатой  решётке  со  стороной 
клетки, равной 1. (28. По формуле Пика площадь многоугольника с вершинами в узлах целочисленной 



решётки  равна  S=В+Г/2-1,  где  В  –  кол-во  целочисленных  точек  внутри  фигуры,  Г  –  кол-во 
целочисленных точек на границе фигуры. S=24+10/2-1=28.)

1–4. Приведите такой набор из 4 натуральных чисел, что каждое из них не делится на 
каждое  из  остальных,  а  квадрат  каждого из  них делится  на  каждое  из  остальных. 
Пример  обоснуйте.  (Например,  420=2²  ⋅  3  ⋅  5  ⋅  7,  630=2  ⋅  3²  ⋅  5  ⋅  7,  1050=2  ⋅  3  ⋅  5²  ⋅  7,   
1470=2  ⋅  3  ⋅  5  ⋅  7²  . При этом квадрат каждого из них делится на остальные, так как в 
разложении  каждого  из  этих  чисел  на  простые  множители  каждый  из 
множителей  встречается  в  степени  не  больше  2,  а  в  разложении  каждого  из 
квадратов  этих  чисел  –  в  степени  не 
меньше 2.)
1–5. В  треугольник  вписана  окружность 
радиуса R. Проведенные к ней касательные, 
параллельные  сторонам  треугольника, 

отсекают от него три треугольника. Радиусы окружностей, в них 
вписанных, равны 1, 2 и 3. Какие значения может принимать  R? 
(6.  Заметим,  что  в  силу  равенства  отрезков  касательных, 
проведенных  из  одной  точки,  сумма периметров маленьких 
треугольников  равна  периметру  большого.  Т.к.  все  четыре 
треугольника  подобны,  то  и  сумма  радиусов  маленьких 
треугольников равна радиусу большого.)

1–6. Отрезок A1B1 – образ отрезка  АВ при повороте на 90°  вокруг точки С (точки А,  В,  С не лежат на одной 
прямой). Через точку  С провели прямую, перпендикулярную  АВ1. В каком отношении она может делить 
отрезок А1В? (1:1. Пусть точка С −  имеет координату 0, точки А и В – комплексные координаты а и b 
соответственно. Тогда точки  А1 и  В1 имеют координаты  аi и  bi.  Пусть  М – середина стороны  А1В. 

Тогда М имеет координату m=(ai+b)/2 . Так как  – чисто мнимое 

число,  то  по  критерию  перпендикулярности  СМ перпендикулярно  АВ1.  Так  как  через  точку,  не 
лежащую на данной прямой, можно провести только одну прямую, перпендикулярную данной, то CM 
и будет прямой,  перпендикулярную АВ1, при этом разделит отрезок А1В пополам.)

2–2. В углах квадрата со стороной 1 сидят волки, а в его центре – заяц. Волки могут бегать только по сторонам 
квадрата, в то время как заяц где угодно. С какой наименьшей скоростью должны бегать волки, чтобы заяц 
не смог выбраться из квадрата, если его скорость равна 1? ( 2 . Ясно, что если скорость волков в 2 раз 
больше скорости зайца, то они смогут не выпустить его из квадрата (например, всегда находясь на 
противоположных концах перпендикуляров к сторонам квадрата, проходящих через зайца). Если же 
их скорость меньше, то у зайца есть стратегия. Так как скорости волков меньше 2  скорости зайца, 
то за время, пока заяц добежит до угла квадрата, волки из смежных углов не смогут до него добежать. 
Тогда,  если ему повернуть на 90о в момент незадолго до прибытия в этот угол к той стороне,  на 
которой только 1 волк, он сумеет убежать (если волк в углу, то к любой стороне).)

2–3. В параллелограмме отрезки, соединяющие вершину одного из его углов с серединами несмежных с ним 
сторон,  делят  этот  угол  на  три  равные  части.  Какие  значения  может  принимать  этот  угол?  (Никакие. 
Условие  задачи  некорректно:  данные  отрезки  НЕ 
МОГУТ делить угол на 3 равные части. Предположим, 
что это возможно.  Пусть  L,  M,  N,  K – соответственно 
середины сторон  AB,  BC,  CD и  AD  параллелограмма 
ABCD.  Пусть  X и  Y –  точки  пересечения  медиан  в 
треугольниках  АВС и  ACD.  Тогда  BX=XY=YD.  Пусть 
отрезки  AM и  AN делят  угол  А на  3  равные  части. 
Тогда АХ – медиана и биссектриса треугольника  ABY, 
т. е. AX⊥BD, AY – медиана и биссектриса треугольника 
ADX,  т.  е.  AY⊥BD.  Тогда  из  точки  А опущено  два 
различных перпендикуляра на прямую ВС. Противоречие.)

2–4. Найдите все натуральные числа x, удовлетворяющие условиям x2≡x(mod 10000) и x<10000? (1, 625, 9376. 
Данное сравнение равносильно выполнению двух условий x(x-1)≡0(mod 24) и x(x-1)≡0 (mod 54). Отсюда 
x≡0, 1 (mod 24) и  x≡0, 1 (mod 54). Тогда по модулю 104 исходному сравнению будут удовлетворять 4 
числа,  из  которых два  –  это  числа 0  и  1.  Два других  числа –  625 и  9376,  которые можно  найти 
перебором чисел, кратных 625, проверяя их остаток при делении на 16.)

2–5. Какое наибольшее количество различных чисел, меньших миллиона, можно расставить по кругу так, чтобы 
последняя цифра одного являлась первой цифрой следующего? (900000. Очевидно, что среди этих чисел 
не  должно  быть  чисел,  оканчивающихся  0  (в  силу  того,  что  нет   начинающихся  с  него).  Тогда 
выбранных нами чисел не более 900000. Докажем, что все их можно расставить требуемым образом. 
Рассмотрим полный граф К9  с одной петлёй в каждой вершине. У каждой его вершины степень 10. 



Занумеруем вершины цифрами от 1 до 9. Тогда, при некотором N, числу aNb   соответствует ребро из 
a в b. Так как степени всех вершин в графе чётны, то в этом связном графе существует эйлеров цикл. 
Пройдя по этому циклу 2 раза туда и обратно (для чисел aNb  и bNa ), мы получим все числа при 
данном  N,  в том числе и те, которые и начинаются, и заканчиваются одной и той же цифрой (им 
соответствует петля). Таким образом, пройдя этот цикл для каждого возможного значения N (от 0000 
до 9999) и записав полученные нами числа по кругу, мы получим требуемую расстановку.)

2–6. На какое наименьшее натуральное число надо  умножить  999999999 (девять девяток), чтобы получить 
репьюнит,  т.е.  число,  состоящее  из  одних  единиц? 
(111111111222222222333333333444444444555555555666666666777777777888888889  (цифр  от  1  до  7  по 
девять, цифра 8 встречается 8 раз и одна 9-ка на конце). Заметим, что нужный нам репьюнит  Еn 

должен делиться на Е9=111111111 – девятая часть числа из девяти девяток. Тогда количество единиц 
нужного нам репьюнита должно быть кратно 9, что очевидным образом доказывается, т.е. n=9k, где k 
–  натуральное  число.  При  этом  после  деления  на   Е9  получится  число  вида  100000000100…01, 
состоящее из k единиц  и блоков по 8 нулей между ними. Но нам нужна дополнительная делимость на 
9, значит, k9  в силу признака делимости на 9. Следовательно, наименьший нужный нам репьюнит 
содержит 81 единицу. После деления на Е9 и 9 получим нужный нам множитель.)

3–3. Какое наибольшее количество королей можно расставить на доске 12×12 так, 
чтобы каждый король бил ровно одного из остальных? (56 королей – см. пример 
методом «пропеллера». Рассмотрим положения королей, бьющих друг друга. 
Они могут бить, соприкасаясь по стороне или по углу. На доске 13⋅13=169 
узлов.  На  соприкасающихся  углом  королей  требуется  7  узлов,  а  на 
соприкосновение стороной – 6 узлов. При этом каждая пара королей не может 
иметь общих узлов с другими парами, так как тогда хотя бы один король бил 
бы уже двух королей, т. е. не выполнялось бы условие: «каждый король бьёт 
ровно  одного  из  остальных».  Тогда  на  доску  можно  поставить  не  более 
[169/6]=28 пар королей. Расположение королей см. рис.)

3–4. Приведите пример такого квадратного трехчлена P(x), что для любого репьюнита, т.е. натурального числа 
n, состоящего из одних единиц, число P(n) также окажется репьюнитом. Пример обосновать. (Рассмотрим 

P(x)=9x2+2x=x(9x+2). Пусть 
единицk 
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3–5. Из комплекта домино взяли все 15 костей, содержащих цифры от 1 до 5, и разбили на 3 подмножества по 5 
костей так, что в каждом подмножестве кости можно выложить по правилам домино в замкнутую цепочку. 
Сколькими  способами  можно  произвести  такое  разбиение  на  три  подмножества?  (Порядок  самих 
подмножеств  в  разбиении  несуществен.)  (60  разбиений.  Легко  убедиться,  что  в  одно  и  то  же 
подмножество  не  может  попасть  три  «дубля»  (т.е.  кости с  одинаковыми  цифрами).  Значит,  одно 
подмножество  должно  содержать  один  дубль,  два  других  −  по  2  дубля.  Одинокий  дубль  можно 
выбрать пятью способами, к нему в цепи с обоих концов может примыкать 4⋅3/2=6 разных пар. Т.е. 
цепи с одним дублем возможно построить 5⋅6 разных троек вида (ba)(aa)(ac), где a,  b,  c −  различные 
цифры от 1 до 5. Тогда каждую такую тройку  можно достроить до замкнутой цепи из пяти пар двумя 
способами (cd)(de)  и (ce)(ed),  где  d и  e  -  две оставшиеся цифры. Значит, подмножество с одним 
дублем выбирается 5⋅6⋅2=60 способами. Далее нетрудно доказать, что при каждом таком выборе два 
других подмножества разбиения определяются однозначно.)

3–6. Разместите  внутри  полосы  шириной   1  фигуру,  в  которую 
некоторым параллельным переносом может быть помещён любой 
правильный треугольник со стороной 1 так, чтобы его вершины 
принадлежали  границе  этой  фигуры. (Любой  треугольник 
можно  перенести  так,  чтобы  он  целиком  оказался  по  одну 
сторону от диаметра полуокружности радиуса 1, а одна из его 
вершин оказалась в середине диаметра полуокружности.)

4–4. Сколько существует натуральных чисел, больших 100 и меньших 
10 000 000 000,  цифры  которых  образуют  арифметическую  прогрессию  (разность  прогрессии  может 
равняться 0)? (168 чисел. Рассмотрим трехзначные числа. Первую цифру можно выбрать 9 способами, 
последнюю – 5 способами, т. к. если первая цифра равна a, то последняя равна a+2d, т. е. a+2d≡a(mod 
2).  Вторая цифра определяется однозначно.  Итого 45 чисел.  Рассмотрим четырехзначные числа,  у 
которых первая цифра кратна 3. Их 3⋅4=12, т. к. если первая цифра равна a3, то последняя – a+3d, то 
a≡a+3d(mod  3).  Аналогично  рассуждая  получим,  что  остальных  чисел  –  6⋅3=18.  Рассмотрим 
пятизначные числа.  Их 9+11+2=23 числа.  Шестизначных – 9⋅2=18 чисел.  Семизначных –  9⋅2-2=16 
чисел (по одному случаю, когда первая цифра 4,  5).   Восьмизначных – 9⋅2-4=13 чисел (по одному 
случаю при первых цифрах – 3, 4, 5, 6). Девятизначных – 9⋅2-6=12. Десятизначных чисел – 9+1=10 (9 
из одинаковых цифр и число 9876543210). Всего 45+30+23+18+16+14+12+10=168 чисел.)



4–5. Назовём  правильной поворотной призмой многогранник, полученный поворотом одного из оснований правильной 
призмы (основания  − правильные n-угольники) вокруг своего центра на 360/2n градусов, в котором каждая вершина 
соединена  ребром  с  двумя  ближайшими  вершинами  противоположного  основания.  Найдите  косинус  угла  между 

основанием и боковой гранью правильной шестиугольной 

поворотной призмы, все ребра которой равны. (
3

32 −
. 

Для  ответа  на  вопрос  задачи  нужно  найти  углы 
равнобедренной  трапеции  CDNK (см.  чертёж).  Пусть 
ребро многогранника равно 1.  Тогда  KN=2,  CD= 3 , 
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3
.  Следовательно, 
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4–6. На берегу круглого  озера растут  6 сосен.  Известно, что если взять такие два треугольника,  что вершины одного 
совпадают с тремя из  сосен,  а  вершины другого  –  с  тремя  другими,  то  в  середине отрезка,  соединяющего точки 
пересечения высот этих треугольников, на дне озера находится клад. Неизвестно только, как нужно разбить данные 
шесть  точек  на  две  тройки.  Какое наименьшее  количество  раз  придётся  делать спуск  (опускаться  на дно озера  в 
конкретной точке), чтобы наверняка отыскать клад? (1 раз. Рассмотрим шестиугольник ADBECF. Пусть M – точка 
пересечения медиан треугольника  АВС,  а  N – точка пересечения медиан треугольника  DEF,  а  К – середина 
отрезка MN. Нагрузим вершины шестиугольника массами по 1. Если О – произвольная точка, тогда по теореме 
о  группировке  масс: 
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Таким образом, вектор ОК, а значит и точка К не зависят от того, каким образом мы выберем (назовём) точки. 
Рассмотрим треугольники  АВС и  DEF. Пусть  Н – ортоцентр первого, а  Р – ортоцентр второго. Точки  Н и  Р 
являются образами точек M и N при гомотетии относительно I центра окружности озера с коэффициентом (–2) 
(что является одним из свойств прямой Эйлера). Отсюда следует, что Х - середина отрезка НР является образом 
точки К - середины MN при этой же гомотетии. Так как точка К не зависит от выбора точек, то и точка Х также 
является независимой.)

5–5. Какое наименьшее количество  точек  можно поставить  внутри  выпуклого  2013-угольника так,  чтобы для  любого 
треугольника  с  вершинами  в  вершинах  этого  2013-угольника  нашлась  точка, 
находящаяся  строго внутри  треугольника?  (2011  точек.  Рассмотрим 
рассуждение  в  общем  виде  (для  n-угольника).  Необходимо  не  менее  n−2 
точек,  т.  к.  диагонали  одной  вершины  разбивают  n-угольник  на  n−2 
непересекающихся  треугольника.  Расположим  n−2  точек  следующим 
образом (на примере 7-угольника). Выберем любою сторону (1-7, синяя). Для 
каждой  из  остальных  вершин  рассмотрим  угол,  опирающийся  на  эту 
сторону  (зеленый).  Поставим  точку  в  треугольнике,  отсекаемом  от  этого 
угла отрезком между соседними вершинами. Тогда для любых трёх вершин 
a<b<c в треугольнике abc будет точка при вершине b: так как, если вместо а 
взять 1, то количество точек, согласно нашей расстановке, не увеличится. 
Аналогично,  можно  вместо  с взять  n (в  данном  случае  7).  Но  по  нашей 
расстановке внутри любого треугольника 1хn есть точка.)

5–6. При каких значениях параметра  a функция  f(x)=8ax−asin6x−7x−sin5x является 
возрастающей  на  всей  числовой  оси  и  не  имеет  критических  точек?  (a  >6  .  Функция  f(x)  дифференцируема  при 
любом значении a и  производная f′(x)=8a−6acos6x−7−5cos5x. Теперь задачу можно переформулировать так: при 
каких  a неравенство  6acos6x+5cоs5x<8a−7  справедливо  для  любого  x?  Т.к.  последнее   неравенство  должно 
выполняться для любого значения  x,  оно должно  быть справедливо и для  x=0,  откуда 6a+5<8a−7 или  a>6. 
Учитывая теперь, что 6acos6x+5cоs5x≤6|a|+5<8a−7, приходим к выводу, что при a>6 неравенство справедливо 
для любого x.)

6–6. a, b, c, d, e − натуральные числа с суммой 1000, которые стоят по кругу. Известно, что если любые два несоседних из 
них взять со  знаком «−»,  а  остальные три со  знаком «+»,  то такая  сумма  всегда  будет  положительной.  Найдите 
наибольшее  возможное  значение  выражения  (a+c)b+d.  (499  499  .  Введём  для  5  знакопеременных  сумм, 
рассматриваемых  в  условии,  обозначения  S1,  S2,  S3,  S4 и  S5.  При  этом  получим,  что 
S1+S2+S3+S4+S5=a+b+c+d+e=1000, 2a=S1+S2,  2b=S2+S3,  2c=S3+S4,  2d=S4+S5,  2e= S5+S1,  откуда следует, что все  S-ки 
одной чётности и при этом будут чётные, т.к. сумма этих 5 чисел одной чётности равна чётному числу 1000. 
Тогда имеем,  a+c=(S1+S2+S3+S4)/2=(1000−S5)/2,  аналогично b+d=(1000−S1)/2.  Тогда нужная  нам степень (a+c)b+d 

будет  максимальной,  когда  S1 и  S5 минимальны,  т.е.  равны  2  в  силу  чётности.  Значит,  max  (a+c)=max 
((1000−S5)/2)=499,  аналогично max (b+d)=max ((1000−S1)/2)=499.  И такое действительно могло быть, например, 
при a=2, b=497, c=497, d=2, e=2.)


