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1. Ðàññìîòðèì òàáëèöó 100× 100. Ìíîæåñòâî èç 100 êëåòîê íàçûâàåòñÿ ïàðîñî÷åòàíèåì åñëè âñå

êëåòêè íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ ñòðîêàõ è ðàçíûõ ñòîëáöàõ. Äëÿ êàêèõ ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

(G; I) ìîæíî òàê ïîêðàñèòü G êëåòîê â ãîëóáîé öâåò, è I êëåòîê â èçóìðóäíûé öâåò, ÷òîáû â

êàæäîì ïàðîñî÷åòàíèè íàøëîñü áû ëèáî äâå ãîëóáûõ êëåòêè, ëèáî äâå èçóìðóäíûõ?

2. Äàíû ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà m1, . . . , mn è ìíîæåñòâà A1, . . . , An íåíó-

ëåâûõ îñòàòêîâ ïî ìîäóëÿì m1, . . . , mn ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå

÷èñëî x, íå ïðåâîñõîäÿùåå (2|A1|+1)(2|A2|+1) . . . (2|An|+1) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , n}
è ëþáîãî ai ∈ Ai ÷èñëî x− ai íå äåëèòñÿ íà mi.

3. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó ab+ bc+ ca = 1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî
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4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå íå÷åòíîãî êîëè÷åñòâà ÷èñåë âèäà (2x2 + 3y2), ãäå x è y � íàòó-

ðàëüíûå, íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì.

5. Äàí ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè f(x) = anx
n + . . . + a1x + a0, ãäå n > 1, an ̸= 0.

Èçâåñòíî, ÷òî a0 � ïðîñòîå ÷èñëî è |a1|+ |a2|+ . . .+ |an| < a0. Äîêàæèòå, ÷òî f(x) íåïðèâîäèì
íàä Z (òî åñòü íå ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè

ñòåïåíåé ìåíüøèõ ÷åì ñòåïåíü f(x)).

6. Äàí âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê M , âñå ñòîðîíû êîòîðîãî ïî äëèíå ðàâíû 1. Äîêàæèòå, ÷òî

ñóùåñòâóåò âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê N , îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(i) M ñîäåðæèòñÿ ñòðîãî âíóòðè N ;

(ii) âñå ñòîðîíû N ðàâíû 1 ïî äëèíå;

(iii) äëÿ ëþáîé âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà N íàéäåòñÿ âåðøèíà ìíîãîóãîëüíèêà M , óäàëåííàÿ

îò íåå íà ðàññòîÿíèå 1.

7. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC (AB < AC) ïðîâåäåíû áèññåêòðèñà AD è âûñòîòà AH.

Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê AD ïåðåñåêàåò ïîëóîêðóæíîñòè, ïîñòðîåííûå íà ñòîðîíàõ AB
è AC êàê íà äèàìåòðàõ âíå òðåóãîëüíèêà, â òî÷êàõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî

÷åòûðåõóãîëüíèê XYDH � âïèñàííûé.

8. Ðàññìàòðèâàþòñÿ îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû áåç îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ (â ÷àñòíîñòè áåç ïå-

òåëü) ñî 100 ðåáðàìè; êðàòíûå ðåáðà íå äîïóñêàþòñÿ. Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè÷å-

ñòâî ïóòåé èç íåêîòîðîé âåðøèíû â íåêîòîðóþ äðóãóþ âåðøèíó â òàêîì ãðàôå.

9. Ïóñòü ABCD � ÷åòûðåõóãîëüíèê, âïèñàííû â îêðóæíîñòü ω. Ïóñòü I1, I2 è r1, r2 � öåíòðû

è ðàäèóñû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ACD and ABC ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü ω′

� îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ îòðåçêîâ AB,AD è êàñàåòñÿ ω â òî÷êå T . Êàñàòåëüíûå ê

îêðóæíîñòè ω, ïðîâåäåííûå â òî÷êàõ A è T , ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K. Èçâåñòíî, ÷òî r1 = r2.
Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè I1, I2,K ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

10. Íàéäèòå âñå áåñêîíå÷íûå àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè a1, a2, ..., ñîñòîÿùèå èç íàòóðàëüíûõ ÷è-

ñåë è îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì: ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå N > 1 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ k ∈ N ÷èñëî

aN+1aN+2...aN+k äåëèòñÿ íà a1a2...ak.


