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1. ×èñëà x è y ðàçëè÷íû è íå ðàâíû 1. Èçâåñòíî, ÷òî yz − x2

1− x
=

zx− y2

1− y
= a. Äîêàæèòå, ÷òî

a = x + y + z.

2. Â êîìïàíèè íåêîòîðûå ïàðû ëþäåé ÿâëÿþòñÿ äðóçüÿìè (äðóæáà âçàèìíà). Èçâåñòíî, ÷òî åñëè
äâîå ëþäåé íå ÿâëÿþòñÿ äðóçüÿìè, òî îíè èìåþò ðîâíî äâóõ îáùèõ äðóçåé. Â ýòîé êîìïàíèè
íàøëèñü äâîå äðóçåé A è B, ó êîòîðûõ íåò îáùèõ äðóçåé. Äîêàæèòå, ÷òî ó A è B ïîðîâíó
äðóçåé.

3. Ìîæíî ëè çàïèñàòü â ñòðî÷êó ÷èñëà îò 1 äî 2013 òàê, ÷òîáû âñå 2012 ïðîèçâåäåíèé ïàð ñîñåäíèõ
÷èñåë äàâàëè ðàçíûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 2013?

4. ×åðåç îñíîâàíèÿ êàæäîé èç áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà ABC ïðîâåäåíû äâå ïðÿìûå, ïàðàëëåëü-
íûå ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà, íå ñîäåðæàùèì ñîîòâåòñòâóþùåå îñíîâàíèå. Íà êàæäîé èç ýòèõ
ïðÿìûõ ðàññìîòðèì îòðåçîê, ëåæàùèé âíóòðè òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ýòèõ øåñòè
îòðåçêîâ íå ïðåâîñõîäèò ïåðèìåòðà òðåóãîëüíèêà ABC.

5. Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 2010. Êàæäûé èç äâóõ èãðîêîâ ñâîèì õîäîì ïðèáàâëÿåò ê íàïèñàííîìó
÷èñëó îäèí èç åãî ïðîñòûõ äåëèòåëåé íå áîëüøèé 10. Âûèãðûâàåò òîò, êòî íàïèøåò íà äîñêå
÷èñëî áîëüøåå 1000000. Êòî ìîæåò âûèãðàòü, íåçàâèñèìî îò èãðû ñîïåðíèêà?

6. Íà ñòîðîíàõ BC, CA, AB òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû òî÷êè K, L, M ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êè
A1 è A2 � ñåðåäèíû îòðåçêîâ AL è AM , B1 è B2 � ñåðåäèíû îòðåçêîâ BM è BK, C1 è C2 �
ñåðåäèíû îòðåçêîâ CK è CL. Ïóñòü A′, B′, C ′ � öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ
AA1A2, BB1B2, CC1C2. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè ABC è A′B′C ′ ïîäîáíû.

7. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f : Z+ → Z+ òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ m è n âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî 2f(m2+n2) = (f(m))2+(f(n))2. (Çäåñü Z+ � ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ
÷èñåë.

8. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà T âûáðàíî 1000 òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò íàáîð M èç 2013 òðå-
óãîëüíèêîâ ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàì T , îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

i) íè îäíà èç âûáðàííûõ òî÷åê íå ëåæèò ñòðîãî âíóòðü òðåóãîëüíèêà èç íàáîðà M ;
ii) îáúåäèíåíèå âñåõ òðåóãîëüíèêîâ èç íàáîðà M åñòü òðåóãîëüíèê T .


