
Äâåíàäöàòûé Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð

ÂÄÖ ¾Îðë¼íîê¿, 18�26.09.2017

ÊÎÌÀÍÄÍÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ. ÑÒÀÐØÈÅ

1. Òî÷êè A è B ðàñïîëîæåíû íà åäèíè÷íîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà. Îêðóæíîñòè SA

è SB åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðàìè â A è B ñîîòâåòñòâåííî ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ C è
D. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì C, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó D, ïåðåñåêàåò ëó÷ CA â òî÷êå F .
Ëó÷ DF ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü SA â òî÷êå G. Íàéäèòå óãîë AGB.

2. Íà äîñêå íàïèñàíû ïÿòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ êàæäîé ïàðû
íàïèñàííûõ ÷èñåë âû÷èñëèëè èõ ñóììó. Ó êàêîãî íàèáîëüøåãî êîëè÷åñòâà ïàð ýòà ñóììà
ìîæåò íàéòèñü ñðåäè íàïèñàííûõ íà äîñêå ÷èñåë?

3. Äîñêà 20 × 20 ïîêðàøåíà â äâà öâåòà: íå÷åòíûå ñòîëáöû â ÷åðíûé öâåò, ÷åòíûå � â
áåëûé. Íà âñåõ ÷åðíûõ êëåòêàõ ñòîèò ïî îäíîìó êîðîëþ. Êàæäûì õîäîì îäèí èç êîðîëåé
ñäâèãàåòñÿ íà ñâîáîäíóþ ñîñåäíþþ ïî ñòîðîíå èëè äèàãîíàëè êëåòêó. Çà êàêîå íàèìåíüøåå
÷èñëî õîäîâ âñå êîðîëè ìîãóò ñíîâà âñòàòü íà ÷åðíûå êëåòêè, ïðè÷åì òàê, ÷òî íè îäèí
êîðîëü íå îêàæåòñÿ â êëåòêå, â êîòîðîé ñòîÿë èçíà÷àëüíî?

4. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè n5+n4+1 èìååò ðîâíî 6 íàòóðàëü-
íûõ äåëèòåëåé, òî n3 − n+ 1 � òî÷íûé êâàäðàò.

5. Ïî îêðóæíîñòè ðàññòàâëåíû 100 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , a100. Ñ ýòèì íàáîðîì
èç 100 ÷èñåë ïðîèçâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå îïåðàöèè. Çà îäíó îïåðàöèþ îäíîâðåìåííî êàæäîå
÷èñëî ai çàìåíÿåòñÿ íà ÷èñëî bi = ⌈√aiai+1⌉ (çäåñü ïîëàãàåì a101 = a1). Äîêàæèòå, ÷òî
ïîñëå íåñêîëüêèõ îïåðàöèé âñå 100 ÷èñåë íà îêðóæíîñòè îêàæóòñÿ ðàâíûìè. (×åðåç ⌈x⌉
îáîçíà÷àåòñÿ íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, áîëüøåå èëè ðàâíîå ÷èñëó x.)

6. Ñðåäè 300 ó÷àñòíèêîâ îëèìïèàäû íåêîòîðûå çíàêîìû äðóã ñ äðóãîì. Èçâåñòíî, ÷òî íåò
òðåõ ïîïàðíî çíàêîìûõ. Êðîìå òîãî, äëÿ íåêîòîðîãî k âûïîëíåíû óñëîâèÿ: íåò ó÷àñòíèêà,
ó êîòîðîãî áîëåå k çíàêîìûõ; äëÿ êàæäîãîm ∈ {1, 2, . . . , k} íàéäåòñÿ ó÷àñòíèê, ó êîòîðîãî
ðîâíî m çíàêîìûõ. Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå k.

7. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà òî÷êà D. Íà ëó÷àõ BD è CD âíå òðåóãîëüíèêà
âûáðàíû òî÷êè X è Y ñîîòâåòñòâåííî òàêèì îáðàçîì, ÷òî ∠XCA = ∠DAB è ∠Y BA =
∠DAC. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà D ëåæèò íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòðû îïèñàííûõ
îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ AY B è AXC.

8. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò íàáîð èç n ÷èñåë òàêîé, ÷òî åãî
íåëüçÿ ðàçáèòü íà íåñêîëüêî ïîäíàáîðîâ ñ ñóììîé n, à åñëè ïðîäóáëèðîâàòü âñå ÷èñëà
ýòîãî íàáîðà (ïîëó÷èâ íàáîð èç 2n ÷èñåë), òî òàêîå ðàçáèåíèå ñòàíåò âîçìîæíî. Âåðíî ëè,
÷òî ÷èñëî n ÷¼òíî?


