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1. Ïóñòü AD è BE � âûñîòû îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Ïðÿìàÿ DE ïåðåñåêàåò
îïèñàííóþ îêðóæíîñòü Ω òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ P è Q òàê, ÷òî E ëåæèò ìåæäó
P è D. Ïóñòü áèññåêòðèñû óãëîâ APQ è BQP ïåðåñåêàþò âòîðè÷íî Ω â òî÷êàõ K è L
ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî KL ïåðïåíäèêóëÿðíà áèññåêòðèñå óãëà ACB.

2. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f : R → R òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x è y âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî

f(x+ f(f(y))) = y + f(f(x)).

3. Íàéäèòå âñå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a, b òàêèå, ÷òî
ÍÎÊ(a, b+ 2017) = ÍÎÊ(b, a+ 2017).

4. Â íåðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC, N � ñåðå-
äèíà äóãè BAC îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè, Ia � öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè íàïðîòèâ âåðøèíû A. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà,
ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå M îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé IIa, ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðå-
óãîëüíèêà NIIa.

5. Íà äîñêå 9× 9 îòìå÷åíû íåñêîëüêî êëåòîê. Ó êàêîãî íàèìåíüøåãî êîëè÷åñòâà êëåòîê
äîñêè ìîæåò îêàçàòüñÿ ÷¼òíîå ÷èñëî îòìå÷åííûõ ñîñåäåé?

6. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c, d óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ abcd + ab + bc + cd + da = 5.
Äîêàæèòå, ÷òî a+ b+ c+ d > 4.

7. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n > 2, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ. Äëÿ
ëþáûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, . . . , an âûïîëíåíî

(an1 + a1a2 . . . an, an2 + a1a2 . . . an, . . . , ann + a1a2 . . . an) 6 2(a1, . . . , an)
n.

(Çäåñü ÷åðåç (x, y, . . . , z) îáîçíà÷åí ÍÎÄ ÷èñåë x, y, . . . , z.)

8. Äâà èãðîêà, Ïåðâûé è Âòîðîé, èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó: îíè êëàäóò íà ñòîë êó÷êó
èç 2017 êàìíåé, äàëüøå õîäÿò ïî î÷åðåäè. Íà÷èíàåò Ïåðâûé. Ïåðâûé ìîæåò óäàëèòü 1
êàìåíü, ïîñëå ýòîãî Âòîðîé ìîæåò óäàëèòü 1 èëè 2 êàìíÿ; ïîñëå ýòîãî Ïåðâûé ìîæåò
óäàëèòü 1, 2, 3 èëè 4 êàìíÿ è ò.ä. Íà n-ì õîäó èãðîê ìîæåò óäàëèòü îò 1 äî 2n−1 êàì-
íåé. Èãðîê, ïîñëå õîäà êîòîðîãî íà ñòîëå íå îñòàíåòñÿ êàìíåé, âûèãðûâàåò. Êòî ìîæåò
ïîáåäèòü, êàê áû íè èãðàë äðóãîé èãðîê?

9. Êàæäîé òî÷êå X ïëîñêîñòè ñîïîñòàâëåíî ÷èñëî r(X) > 0 òàê, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê X,
Y âûïîëíåíî |r(X)−r(Y )| 6 |XY |/2. Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïóñòîå ìíîæåñòâî òî÷åê
A, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè äàíû ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà Y è ïðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà X ∈ A òàêèå, ÷òî |XY | = r(X), òî Y ∈ A. Äîêàæèòå, ÷òî A ñîâïàäàåò ñî âñåé
ïëîñêîñòüþ.

10. Äàí ãðàô ñ m ðåáðàìè. Âåðøèíû ãðàôà ðàñêðàøèâàþòñÿ â òðè öâåòà � êðàñíûé,
ñèíèé è çåëåíûé. Çàòåì ïîäñ÷èòûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ ïàðû êðàñíûõ
òî÷åê, êîëè÷åñòâî ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ ïàðû ñèíèõ òî÷åê, è êîëè÷åñòâî ðåáåð, ñîåäèíÿþ-
ùèõ ïàðû çåëåíûõ òî÷åê. Ïóñòü ýòè êîëè÷åñòâà ðàâíû r, b, g ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå,

÷òî ñóùåñòâóåò ðàñêðàñêà âåðøèí, äëÿ êîòîðîé 3r + 2b+ g 6 6m
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