
Òðèíàäöàòûé Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð

ÂÄÖ ¾Îðë¼íîê¿, 19�25.09.2018

Êîìàíäíàÿ îëèìïèàäà. 19.09.2018

Þíèîðñêàÿ ëèãà (9 êëàññ).

1.Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x è y, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî 1, äîêàæèòå

ðàâåíñòâî
1

1 + x+ x2
+

1

1 + y + y2
+

1

1 + x+ y
= 1.

2. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå x2 − 5y2 = 8z2.

3. Äàøà ðàçìåñòèëà â Èíñòàãðàìå ïÿòü ôîòîãðàôèé. Êàæäàÿ ôîòîãðàôèÿ

ïîíðàâèëàñü áîëåå ÷åì ïîëîâèíå å¼ äðóçåé (à äðóçåé ó Äàøè áîëüøå îäíîãî).

Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ äâà äðóãà, òàêèõ ÷òî êàæäàÿ ôîòîãðàôèÿ ïîíðàâè-

ëàñü õîòÿ áû îäíîìó èç íèõ.

4. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ ãèïîòåíóçîé AB êàòåò BC äëèí-

íåå êàòåòà AC. Òî÷êà D � îñíîâàíèå âûñîòû, îïóùåííîé èç âåðøèíû C.

Îêðóæíîñòü ðàäèóñà CD ñ öåíòðîì D ïåðåñåêàåò êàòåò BC â òî÷êå Q, ãèïî-

òåíóçó AB â òî÷êå F , à ïðîäîëæåíèå AB � â òî÷êå E. ÎòðåçîêQE ïåðåñåêàåò

êàòåò AC â òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî PE = QF .

5. Êàæäàÿ êëåòêà áåñêîíå÷íîé êëåò÷àòîé äîñêè îêðàøåíà â îäèí èç n äàí-

íûõ öâåòîâ. Âñå 6 êëåòîê ëþáîãî ïðÿìîóãîëüíèêà 2 × 3 (èëè 3 × 2) èìåþò

ðàçíûå öâåòà. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì çíà÷åíèè n âîçìîæíà òàêàÿ ðàñêðàñêà?

6. Â êðóãîâîì òóðíèðå ïî íàñòîëüíîìó òåííèñó (êàæäûå äâîå ñïîðòñìåíîâ

ñûãðàëè ðîâíî îäíó ïàðòèþ) ó÷àñòâîâàëè åâðîïåéñêèå è àçèàòñêèå ñïîðòñ-

ìåíû, ïðè÷¼ì åâðîïåéñêèõ áûëî âäâîå áîëüøå. Îêàçàëîñü, ÷òî êîëè÷åñòâî

ïîáåä, îäåðæàííûõ àçèàòñêèìè ñïîðòñìåíàìè, â 9/7 ðàç áîëüøå, ÷åì êîëè-

÷åñòâî ïîáåä, îäåðæàííûõ åâðîïåéñêèìè. Ñêîëüêî âñåãî ñïîðòñìåíîâ ìîãëî

ó÷àñòâîâàòü â òóðíèðå?

7. Îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC ñ îðòîöåíòðîì H âïèñàí â îêðóæ-

íîñòü ω ñ öåíòðîì O. Ïðÿìàÿ d ïðîõîäèò ÷åðåç H è ïåðåñåêàåò äóãè AB

è AC â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü AA′ � äèàìåòð îêðóæíîñòè ω.

Ïðÿìûå A′P è A′Q ïåðåñåêàþò BC â òî÷êàõ K è L ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæè-

òå, ÷òî òî÷êè O, K, L è A′ ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

8. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

a[b, c] + b[c, a] + c[a, b]

[a, b, c]

äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ a, b, c (÷åðåç [x, y, . . .] îáîçíà÷åí ÍÎÊ ÷èñåë x, y, . . .).
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