
Òðèíàäöàòûé Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð

ÂÄÖ ¾Îðë¼íîê¿, 18�26.09.2018

Òóð 1. 20.09.2018

Þíèîðñêàÿ ëèãà (9 êëàññ).

1. Ïî êðóãó ðàññòàâëåíû 2n + 1 òî÷åê: n áåëûõ, n êðàñíûõ è îäíà ÷¼ðíàÿ.

Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ñîåäèíèòü 2n èç ýòèõ òî÷åê n íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îò-

ðåçêàìè òàê, ÷òîáû íè îäèí èç îòðåçêîâ íå ñîåäèíÿë áåëóþ è êðàñíóþ òî÷êè.

2. ×èñëà 1, 2, 22, 23, . . . , 22018 âûïèñàíû äðóã çà äðóãîì â ñòðî÷êó. Íà êàêóþ

íàèáîëüøóþ ñòåïåíü äâîéêè äåëèòñÿ ïîëó÷èâøååñÿ ÷èñëî?

3. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ïóñòü k � ìèíèìàëüíîå òàêîå ÷èñëî, ÷òî

ñðåäè ÷èñåë îò n + 3 äî n + k íàéä¼òñÿ êðàòíîå k (k > 2). Äîêàæèòå, ÷òî k

� ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðîñòûõ èëè ñòåïåíü ïðîñòîãî.

4. Òî÷êà H � îðòîöåíòð îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC, â êîòîðîì

AB > AC. Òî÷êà E ñèììåòðè÷íà C îòíîñèòåëüíî âûñîòû AH. F � òî÷êà

ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ EH è AC. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè

òðåóãîëüíèêà AEF ëåæèò íà ïðÿìîé AB.

5. Íà ïëîñêîñòè äàíû òî÷êè A è B, ëåæàùèå ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé `.

Íà ïðÿìîé ` âñåâîçìîæíûìè ñïîñîáàìè âûáèðàþòñÿ òî÷êè P è Q òàêèå, ÷òî

∠PAQ = 90◦. Äîêàæèòå, ÷òî âñå îïèñàííûå îêðóæíîñòè ïîëó÷àþùèõñÿ òðå-

óãîëüíèêîâ BPQ èìåþò îáùóþ òî÷êó, îòëè÷íóþ îò B.

6. Ïðè êàêèõ m è n ïðÿìîóãîëüíèê m × n ìîæíî ðàçáèòü íà ðàâíîå êîëè-

÷åñòâî êâàäðàòîâ 2× 2 è 1× 1?

7. Ïîïðûãóíüÿ-ñòðåêîçà ïðûãàåò ïî íàòóðàëüíûì ÷èñëàì. Â ïåðâûé äåíü

îíà ìîæåò ïðûãíóòü íà ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äàëüøå êàæäûé äåíü îíà

ïðûãàåò íà äðóãîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå óäâîåííîãî ïðåäûäóùåãî. Äîêà-

æèòå, ÷òî ñòðåêîçà ìîæåò áåñêîíå÷íî äîëãî ïðûãàòü òàê, ÷òîáû íè ðàçó íå

ïîïàñòü íà ÷èñëî, ó êîòîðîãî òàêàÿ æå ñóììà öèôð, êàê ó îäíîãî èç ïðåäû-

äóùèõ.

8. Íàéäèòå íàèáîëüøåå x òàêîå, ÷òî íåðàâåíñòâî
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âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ a1, . . . , an, b1, . . . , bn, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèþ a1 + . . .+ an = 2(b1 + . . .+ bn).
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