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1. Пусть 𝐼 — центр окружности, вписанной в треугольник 𝐴𝐵𝐶, в котором 𝐴𝐵 < 𝐴𝐶, а 𝐻 —
ортоцентр треугольника 𝐵𝐶𝐼. Точки 𝐷 и 𝐸 выбраны на лучах 𝐶𝐴 и 𝐵𝐴 соответственно так, что
𝐶𝐷 = 𝐴𝐵 и 𝐵𝐸 = 𝐴𝐶. Докажите, что точки 𝐷, 𝐸 и 𝐻 лежат на одной прямой.
2. Рассмотрим натуральное число 𝑛. Клетчатый прямоугольник 1 × 𝑛 всеми возможными спо-
собами разбивают на прямоугольники 1× 2 и квадраты 1× 1, причём каждый квадрат красится
в один из 2018 цветов (например, при 𝑛 = 2 получается 20182 + 1 различных разбиений). Обозна-
чим через 𝑡𝑛 количество получаемых разбиений. Докажите, что 𝑡2𝑛+1 делится на 𝑡𝑛 при каждом
натуральном 𝑛.

3. Попарно различные вещественные числа 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 таковы, что
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Найдите наибольшее возможное значение выражения
𝑎

𝑐
+

𝑏

𝑑
+

𝑐

𝑎
+

𝑑

𝑏
.

4. У нумизмата есть 𝑛 монет различных весов, но он не знает, каких. Нумизмат сравнил веса
в некоторых парах монет, узнав про каждую пару, какая монета пары тяжелее. Оказалось, что
после этого у нумизмата есть единственный способ разложить монеты на две кучи, в каждой
из которых он может упорядочить монеты по весу. Более того, при совершении любого взве-
шивания, результат которого нумизмату ещё неизвестен, единственность разбиения обязательно
нарушится. Найдите количество пар монет, про которые нумизмат знает, какая монета в паре
тяжелее.
5. Натуральное число называется палиндромом, если его десятичная запись читается одинаково
справа налево и слева направо (например, числа 121 и 1221 — палиндромы, а 1210 — нет). Суще-
ствует ли непостоянный многочлен с действительными коэффициентами, принимающий на всех
палиндромах простые значения?
6. Бесконечная плоская Земля разбита 𝑛 прямыми на страны. На Земле идёт война, в ходе кото-
рой каждая прямая движется, сохраняя своё направление, с постоянной скоростью — в результате
границы стран изменяются, а некоторые страны появляются или исчезают. В некоторый момент
историк составил список всех стран, существовавших когда-либо (в частности, существующих на
данный момент). Какое наибольшее количество стран могло оказаться в этом списке?
7. Скажем, что бесконечная последовательность неотрицательных целых чисел 𝑎1, 𝑎2, . . . инте-

ресна, если при всех 𝑛 = 1, 2, . . . выполнено равенство

∞∑︁
𝑑=0

max(0, 𝑎𝑛+𝑑 − 𝑑) = 120.

Найдите количество интересных последовательностей.
8. Дан неравнобедренный треугольник 𝐴𝐵𝐶, вписанный в окружность Ω. На сторонах 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶

выбраны точки 𝑋 и 𝑌 соответственно так, что 𝑋𝑌 ‖ 𝐵𝐶. Окружность 𝜔1 касается продолжения
отрезка 𝑋𝑌 за точку 𝑋 в точке 𝑆, а также касается отрезка 𝑋𝐵 и окружности Ω. Аналогично,
окружность 𝜔2 касается продолжения отрезка 𝑋𝑌 за точку 𝑌 в точке 𝑇 , а также касается от-
резка 𝑌 𝐶 и окружности Ω. Докажите, что точки 𝐴, 𝑇 , 𝑆 и середина дуги 𝐵𝐴𝐶 лежат на одной
окружности.
9. Найдите все функции 𝑓 : R+ → R+ такие, что равенство

𝑓(𝑥𝑦 + 𝑓(𝑦)2) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦) + 𝑦𝑓(𝑦)

выполнено при всех 𝑥, 𝑦 ∈ R+. (Как обычно, через R+ обозначено множество всех положительных
действительных чисел.)
10. Дано простое 𝑝. Назовём натуральное 𝑎 < 𝑝 хорошим, если при некотором 𝑑 = 0, 1, 2, . . . , 9
из десятичной записи числа 𝑎/𝑝 можно вычеркнуть 𝑑 первых цифр после запятой так, чтобы
получилась десятичная запись некоторого числа вида 𝑘/𝑝, где 𝑘 делится на 10. Докажите, что
существует не более [11𝑝/12] + 12 хороших чисел.


