
Òðèíàäöàòûé Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð
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ÏÎËÓÔÈÍÀË. 24.09.18. ÑÒÀÐÒ-ËÈÃÀ

1. Íà ñðåäíåé ëèíèè òðåóãîëüíèêà ABC, ïàðàëëåëüíîé ñòîðîíå BC, âçÿòà òî÷êà D. À
íà ñòîðîíå BC òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíà òî÷êà H � îñíîâàíèå âûñîòû èç âåðøèíû A.
Îêàçàëîñü, ÷òî AB = CH è ∠CDH = 90◦. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê BCD ðàâíîáåä-
ðåííûé.

2. Ïðè êàêèõ n > 3 ëþáîé âûïóêëûé n-óãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà íåñêîëüêî âûïóê-
ëûõ ïÿòèóãîëüíèêîâ?

3. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n êëåò÷àòûé ïðÿìîóãîëüíèê 1× n ðàçáèâàþò íà ôèãóðêè
òð¼õ òèïîâ: êðàñíûå êâàäðàòèêè 1 × 1, çåë¼íûå êâàäðàòèêè 1 × 1 è äîìèíîøêè 1 × 2.
(Íàïðèìåð, ïðè n = 2 ñóùåñòâóåò 5 ñïîñîáîâ ðàçáèòü ïðÿìîóãîëüíèê: êðàñíûé�êðàñíûé,
êðàñíûé�çåë¼íûé, çåë¼íûé�êðàñíûé, çåë¼íûé�çåë¼íûé è äîìèíîøêà.) Îáîçíà÷èì ÷åðåç
tn êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ òàê ðàçáèòü ïðÿìîóãîëüíèê 1× n. Äîêàæèòå, ÷òî t2n+1 äåëèòñÿ íà
tn ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì n.

4. Íà äîñêå íàïèñàíû äâà ÷èñëà. Èãðàþò Ñàøà è Êàòÿ. Íà÷èíàåò Ñàøà. Çà îäèí õîä
ìîæíî âû÷åñòü èç ìåíüøåãî ÷èñëà 2 èëè âû÷åñòü èç áîëüøåãî ÷èñëà 3 (åñëè ïåðåä õîäîì
èãðîêà ÷èñëà ðàâíû, òî îí ìîæåò èç îäíîãî èç ÷èñåë âû÷åñòü èëè 2, èëè 3). Âûèãðûâàåò
òîò, êòî ïåðâûì ïîëó÷èò îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Êòî âûèãðàåò, åñëè âíà÷àëå ÷èñëà ðàâíû
201 è 301?

5. Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäÿò n > 3 äåâî÷åê, ó êàæäîé èç êîòîðûõ åñòü íåêîòîðîå êîëè÷å-
ñòâî ÿáëîê. Êàæäûé ðàç, êîãäà ó÷èòåëü çàìå÷àåò äåâî÷êó, ó êîòîðîé áîëüøå ÿáëîê, ÷åì ó
îáåèõ å¼ ñîñåäîê âìåñòå âçÿòûõ, îí çàáèðàåò ó íå¼ îäíî ÿáëîêî è âûäà¼ò ïî ÿáëîêó êàæ-
äîé èç å¼ ñîñåäîê. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ýòîò ïðîöåññ çàêîí÷èòñÿ.
(Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ó ó÷èòåëÿ íåîãðàíè÷åííûé çàïàñ ÿáëîê.)

6. Ïóñòü äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, . . . , îïðåäåëÿåòñÿ ïðà-
âèëîì ak =ÍÎÊ(k, k + 1, . . . , k + n − 1). ×èñëî n íàçîâåì óäà÷íûì, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå
íàòóðàëüíîå N , ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü aN , aN+1, aN+2, . . . âîçðàñòàåò. Íàéäèòå âñå óäà÷-
íûå n.

7. Äàíû òðè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà x, y, z. Âñåãäà ëè ñóùåñòâóþò òàêèå ÷åòûðå âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñëà a, b, c, d, îäíî èç êîòîðûõ ðàâíî ñóììå îñòàëüíûõ, ÷òî ad + bc = x,
ac+ bd = y, ab+ cd = z?

8. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 8. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì k íà äîñêå n × n ìîæíî
ïîêðàñèòü k êëåòîê òàê, ÷òîáû íèêàêèå öåíòðû ÷åòûðåõ ïîêðàøåííûõ êëåòîê íå ÿâëÿëèñü
âåðøèíàìè ïàðàëëåëîãðàììà?


