
Òðèíàäöàòûé Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé òóðíèð

ÂÄÖ ¾Îðë¼íîê¿, 18�26.09.2018

Ôèíàë. 25.09.2018

Þíèîðñêàÿ ëèãà (9 êëàññ).

1. Â ðàâíîáîêîé òðàïåöèè ABCD ñòîðîíà AB � áîëüøåå îñíîâàíèå. Ïóñòü I

� öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, à J � öåíòð âíåâïèñàí-

íîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ACD, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû AD. Äîêàæèòå,

÷òî ïðÿìûå IJ è AB ïàðàëëåëüíû.

2. Ìíîæåñòâî M ñîñòîèò èç n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷å-

ñòâî ïàð ðàçëè÷íûõ ÷èñåë èç M , ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå êîòîðûõ òàêæå

ïðèíàäëåæèò M , íå ïðåâîñõîäèò 1
4(n− 1)2.

3. Íà Þæíîì òóðíèðå n øêîëüíèêîâ. Äëÿ äàííîãî íàòóðàëüíîãî t èçâåñò-

íî, ÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå êîìàíäû èç 2t ÷åëîâåê ñðåäè íèõ íàéä¼òñÿ êòî-òî,

çíàêîìûé ñî âñåìè îñòàëüíûìè ÷ëåíàìè êîìàíäû. Äîêàæèòå, ÷òî íà òóð-

íèðå íàéä¼òñÿ n − 2t + 1 äåòåé, êàæäûé èç êîòîðûõ çíàåò âñåõ îñòàëüíûõ

ó÷àñòíèêîâ òóðíèðà.

4. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b è c óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

a2 + b2 + ab+ ac+ bc < 0.

Äîêàæèòå, ÷òî a2 + b2 < c2.

5. Òàáëèöà çàïîëíÿåòñÿ öèôðàìè. Ïî íåé ñòðîÿòñÿ ÷èñëà: â êàæäîé ñòðîêå

ïîëó÷àåòñÿ îäíî ÷èñëî ïðè ïðî÷òåíèè ñëåâà íàïðàâî; â êàæäîì ñòîëáöå �

ñâåðõó âíèç. Íàéäóòñÿ ëè òàáëèöà è ÷èñëî k, âçàèìíî ïðîñòîå ñ 10, òàêèå,

÷òî îäíî èç ïðî÷èòàííûõ ÷èñåë íå äåëèòñÿ íà k, à âñå îñòàëüíûå � äåëÿòñÿ?

6. Îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí â îêðóæíîñòü ω ñ öåíòðîì O.

Òî÷êà T ñèììåòðè÷íà C îòíîñèòåëüíî O, à òî÷êà T ′ ñèììåòðè÷íà T îòíîñè-

òåëüíî AB. Ïðÿìàÿ BT ′ ïåðåñåêàåò ìåíüøóþ äóãó AC îêðóæíîñòè ω â òî÷-

êå R. Ïåðïåíäèêóëÿð ê CT , îïóùåííûé èç òî÷êè O, ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AC

â òî÷êå L. Ïóñòü N � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ TR è AC. Äîêàæèòå, ÷òî

CN = 2AL.

7. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà x è y òàêîâû, ÷òî (ax+ by)2+(bx+ ay)2 êðàòíî a+ b

ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ a è b. Äîêàæèòå, ÷òî x = y.

8. ×èñëà 1, 2, . . . , 100 ðàñêðàøåíû â òðè öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò

äâà ðàçëè÷íûõ ÷èñëà îäíîãî öâåòà, ðàçíîñòü êîòîðûõ � òî÷íûé êâàäðàò.
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